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Аннотация: 
В качественной теории хорошо известны признаки Аткинсона и Белогорца колеблемо-

сти всех правильных решений нелинейных дифференциальных уравнений второго поряд-
ка. Для линейных же уравнений подобных критериев не существует. В работе дается эф-
фективное необходимое и достаточное условие того, чтобы каждое нетривиальное реше-
ние линейного уравнения было колеблющимся либо монотонно стремилось к бесконечно-
сти при неограниченном возрастании аргумента. 
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Рассмотрим уравнение 

signutau
n

)(+′′ 0=u ,  (1) 

где ,0>n  ++ → RRa :  локально суммируемая 
функция. Нас будет интересовать поведение 
правильных решений уравнения (1) в окрестно-
сти бесконечности. Необходимые понятия и 
определения можно найти в [1] или [2]. 

Ф.В. Аткинсон [3] доказал, что если ,1>n  
то для колеблемости всех правильных решений 
уравнения (1) необходимо и достаточно, чтобы 

+∞=∫
+∞

dttta )( .   (2) 

Ш. Белогорец [4] установил, что если 
,10 << n  то для колеблемости всех правиль-

ных решений уравнения (1) необходимо и дос-
таточно, чтобы 

∫
+∞

+∞=dttat n )( .   (3) 

Известно, что для линейных уравнений 
второго порядка нет интегральных признаков 
колеблемости решений, аналогичных критери-
ям Ф.В. Аткинсона и Ш. Белогорца. Поэтому, 
заметив, что если 1→n  условие (3) «прибли-
жается» к (2), представляется интересным во-
прос: чем является условие (2) для уравнения 
(1) при 1=n ? 

Ответу на этот вопрос посвящена данная 
заметка. 

Скажем, что уравнение (1) обладает свой-
ством О1, если каждое его правильное решение 

)(tu  является колеблющимся либо )(tu  моно-

тонно стремится к ∞+  при +∞→t . 
Теорема. Пусть 1=n . Тогда (2) есть необ-

ходимое и достаточное условие для наличия 
свойства О1 у уравнения (1). 

Доказательство. Сначала докажем доста-
точность. Пусть имеет место (2). Покажем, что 
все нетривиальные решения уравнения 

0)( =+′′ utau    (4) 
являются колеблющимися либо по модулю мо-
нотонно стремятся к ∞+ . Если уравнение (4) 
имеет хотя бы одно нетривиальное колеблю-
щееся решение, то все его решения являются 
колеблющимися, поэтому имеет место свойст-
во О1. Предположим, что уравнение (4) имеет 
неколеблющееся решение )(tu . Тогда 

signtu )(′′ ( ) 0)()( ≤−= tutatu   (5) 

при больших значениях аргумента и 

∫
+∞

+∞<dtta )( . 

Из (5) следует, что )(tu ′  монотонная функ-
ция в некоторой окрестности ∞+ . Поэтому в 



 

 

силу (2) 0)( ≠′ tu  при достаточно больших t  и, 
следовательно, 

0)()( ≠′ tutu  
при больших значениях аргумента. Если пред-
положить, что 

,0)()( <′ tutu  
то из (5) имеем 

( ) 0)()( ≥=′′ tutatu . 

Интегрирование последних двух нера-
венств от 0t  до t  дает противоречие. 

Таким образом, имеем 
,0)()( >′ tutu  

т.е. )(tu  возрастает в некоторой окрестности 

∞+ . Покажем, что 
.)(lim +∞=

+∞→
tu

t
 

Допустим, что это не так. Тогда из равенст-
ва 

,)()()()( 0

0

cduatutut
t

t

=+−′
∫ ττττ  

где ,)()( 0000 tututc −′=  ввиду (2) получаем 

1)( −≤′
tut  

при достаточно больших значениях аргумента, 
что противоречит возрастанию )(tu . Доста-

точность доказана. 

Теперь докажем необходимость условия 
(2). Допустим, что нарушается (2). Тогда 

.))(( +∞<∫ ∫
+∞ +∞

dtda
t

ττ  

Следовательно, по теореме 4.2. из [1] урав-
нение (4) имеет решение )(tu , обладающее 
свойством 

.0)(lim ≠=
+∞→

ctu
t

 

Теорема доказана полностью. 
Замечание. Теорема остается верной и при 
1≠n . 
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