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Аннотация: 
В статье приводится новое доказательство ранее опубликованного автором в журнале 

«Дифференциальные уравнения» утверждения: кубическая дифференциальная система не 
может иметь более пяти особых точек второй группы. 
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Исследованию числа особых точек второй 

группы дифференциальной системы 
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где ,, Rba ijij ∈  ( ) 1, 33 =QP , посвящена работа 

[1], основной результат которой сформулирован 
в виде теоремы 3: система (1) не может иметь 
более пяти особых точек второй группы с чисто 
мнимыми характеристическими корнями. 

Напомним, что особая точка ( )00 , yxM  ти-
па «фокус» или «центр» дифференциальной 
системы  

( ),, yxP
dt

dx =  ( )., yxQ
dt

dy =   (2) 

называется особой точкой второй группы, если 
выполняется одно из условий: 

( ) ,0),(,' 0000 =′+ yxQyxP x  ( ) ( ) ( ) ( ) ,0,'',',' 000,00000 >− yxQyxPyxQyxP xyyx   (3) 

 
( ) ,0),(,' 0000 =′+ yxQyxP x ( ) ( ) ( ) ( ) ,0,'',',' 000,00000 =− yxQyxPyxQyxP xyyx   (4) 

Очевидно, условие (3) ((4)) соответствует 
случаю чисто мнимых (двух нулевых) корней 
характеристического уравнения особой точки 

( )00, yxM . 

Целью данной заметки является новое до-
казательство упомянутой теоремы 3[1]. 

Предварительно докажем некоторые вспо-
могательные утверждения. 

Теорема 1. Пусть система (1) имеет 
шесть состояний равновесия, расположенных 
на параболе L . Тогда L  – изоклина этой сис-
темы. 

Доказательство. Существует [2] невырож-
денное линейное преобразование, переводящее 
параболу L  в параболу .: 2xayL =  При этом 
система (1) преобразуется к системе: 
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По условию система (5) имеет шесть со-
стояний равновесия на параболе L . Это воз-
можно в том и только в том случае, когда 
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где 6,1, =iai  – абсциссы точек равновесия, 

расположенных на L . Из (6) следует, что 
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то есть L  – изоклина системы (5). Так как 
свойство кривой быть изоклиной дифференци-
альной системы инвариантно относительно 
аффинного преобразования [3], то парабола 
L  – изоклина системы (1). Теорема доказана. 

Теорема 2. Если система (1) имеет шесть 
состояний равновесия, расположенных на кри-
вой L  второго порядка, являющейся эллипсом 
или гиперболой, то L  – изоклина этой систе-
мы. 

Доказательство проведем в случае, когда 
L  – эллипс, так как в случае гиперболы рассу-
ждения аналогичны. 

Если 
( ) 0),( ),(3 ≡∈ LyxyxP   (7) 

или 
( ) 0),( ),(3 ≡∈ LyxyxQ ,  (8) 

то L  – изоклина бесконечности или нуля сис-
темы (1), и теорема доказана. Заметим, что од-
новременно тождества (7) и (8) не могут быть 
выполнены, так как ( ) 1, 33 =QP . 

Пусть не выполняется ни одно из равенств 
(7) и (8). Тогда, не сужая общности рассужде-
ний, считаем, что система (1) имеет шесть со-

стояний равновесия на эллипсе 1:
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[2]. Иначе говоря, система уравнений:  

( ) ,0,3 =yxP  ( ) ,0,3 =yxQ  2
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имеет шесть решений. 
Заменив 2x  в многочленах ( ),,3 yxP  

( )yxQ ,3  в силу третьего уравнения системы 

(9), получаем систему уравнений: 
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равносильную системе (9). В системе (10): 
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3,2),(),( =iygyf ii  – многочлены i-й сте-

пени. 
Прежде всего отметим, что решения систе-

мы (10) расположены не менее чем на трех пря-
мых .imy =  

Случай 1. Все шесть состояний равновесия 
системы (1), расположенных на эллипсе L , 

принадлежат прямым imy = , 3,1=i . Тогда на 

каждой прямой из трех указанных лежат две 
особые точки. Это же означает, что при каждом 

}3,2,1{∈i  уравнения: 

,0)()( 32 =+ ii mfxmf 0)()( 32 =+ ii mgxmg  

имеют два решения. Так как линейное уравне-
ние имеет более одного решения в том и только 
в том случае, когда коэффициент при перемен-
ной и свободный член равны нулю, то: 

))()(()(,0)(,0)( 321322 mymymyyfygyf −−−≡≡≡ α , ).)()(()( 3213 mymymyyg −−−≡ β  

Из двух последних тождеств следует, что 

const
yxP

yxQ

Lyx

−=








∈
α
β

),(3

3

),(

),(
, то есть L  – изо-

клина системы (1). 
Случай 2. Все шесть состояний равновесия 

системы (1), расположенных на эллипсе L , ле-

жат на четырех прямых imy = , 4,1=i . Тогда 

на двух из них расположены две особые точки, 
а на двух других – по одной особой точке. Ради 

определенности считаем, что на прямых 1my =  

и 2my =  расположены по два состояния рав-

новесия. Тогда 21 ,mm  – корни уравнений 

3,2,0)(,0)( === iygyf ii . Так как в рас-

сматриваемом случае ,0)(,0)( ≡/≡/ ygyf ii то 

систему (10) перепишем в виде: 
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В силу выше отмеченного, а именно:  
,0)()( 32 == ii mfmf   

2,1,0)()( 32 === imgmg ii ,  

второе и третье уравнения системы (11) запи-
шутся в виде: 
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где ))()(( 21 yNyM  – многочлены первой (вто-
рой) степени. Так как система (11) имеет еще 
два решения 43 , mymy == , то .0)(1 ≡yM  Это 

же означает, что  
0)()()()( 3223 ≡− yfygyfyg      (12). 

Из (12) следует, что 
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то есть L  – изоклина системы (1). 
Случай 3. Все шесть состояний равновесия 

системы (1), расположенных на эллипсе L , ле-

жат на пяти прямых imy = , 5,1=i . Тогда на 

одной из них, например на прямой 1my = , рас-
положены два состояния равновесия. Таким 
образом,  

,0)()( 1312 == mfmf .0)()( 1312 == mgmg  

Поэтому уравнения системы (11) могут 
быть записаны в виде: 

,0)()( 3
2

1 =− yMmy 0)()( 4
2

1 =− yNmy . 

Поскольку система (11) имеет, кроме 

1my =  еще четыре решения, то 0)(3 ≡yM  

( )(3 yM  – многочлен третьей степени). Следо-

вательно, имеет место тождество (12), а значит 
коэффициенты в линейных относительно x  
первых двух уравнениях системы (10) пропор-
циональны. Поэтому 
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то есть L  – изоклина системы (1). 
Случай 4. Все шесть состояний равновесия 

системы (1), расположенных на эллипсе L , ле-

жат на пяти прямых imy = , 6,1=i . Тогда ле-

вая часть второго уравнения системы (11) как 
многочлен пятой степени тождественно обра-
щается в нуль, то есть и в этом случае L  – изо-
клина системы (1). Теорема доказана. 

В заметке [3] доказана теорема 16, согласно 
которой прямые 1l  и 2l  представляют собой 
распавшуюся кривую второго порядка, являю-
щуюся изоклиной системы (1), если сумма со-
стояний равновесия этой системы на двух ука-
занных прямых равна шести. 

Итак, из упомянутой теоремы [3] и дока-
занных выше теорем 1 и 2 следует 

Теорема 3. Если на кривой L  второго по-
рядка расположены шесть состояний равнове-
сия системы (1), то L  – изоклина этой систе-
мы. 

Лемма 1. Пусть в открытой односвязной 
области G система (1) имеет только четыре 
состояния равновесия ,,,, DCBA  причем все 
они грубые. Если в этой области O  – простая 
и при том единственная точка пересечения дуг 
AB  и CD  изоклины бесконечности 

0),(3 =yxP , то A  и B  – седла (антиседла), а 

C  и D  – антиседла (седла). 
Справедливость данного утверждения сле-

дует из определения индекса Пуанкаре [4] 

2

qp
J

−= , 

и из того, что индекс простого состояния рав-
новесия равен +1 или -1 [4]. Здесь )(qp  – число 

скачков, совершаемых функцией ),(/),( 33 yxPyxQ  

от ∞+  к ∞−  (от ∞−  к ∞+ ), когда точка 
),( yxM  переходит через изоклину 0),(3 =yxP , 

обходя один раз в положительном направлении 
простую замкнутую кривую, окружающую со-
стояние равновесия. 

Аналогичными рассуждениями устанавлива-
ется справедливость следующих утверждений. 

Лемма 2. Пусть в открытой односвязной 
области G система (1) имеет только три со-
стояния равновесия ,,, CBA  причем все они 
грубые, кроме того точка GD ∈ . Если в этой 
области O  – простая и при том единственная 
точка пересечения дуг AB  и CD  изоклины 

0),(3 =yxP , то C  – седло (антиседло), а A  и 

B  – антиседла (седла). 
Лемма 3. Пусть в открытой односвязной 

области G система (1) имеет только простые 
состояния равновесия, и они расположены на 
ветвиL  главной изоклины системы (1). Если L  
имеет особую точку, являющуюся точкой воз-
врата, то на L  седла чередуются с антисед-
лами. 

Замечание 1. Под антиседлом следует по-
нимать простое состояние равновесия системы 
(1), не являющееся седлом (т.е. узел, фокус, 
центр). 

Из лемм 1 и 3 вытекает 



 

 

Лемма 4. Пусть система (1) имеет только 
простые состояния равновесия, среди которых 
не более трех седел. Тогда на ветви L  неприво-
димой изоклины бесконечности 0),(3 =yxP  или 

нуля 0),(3 =yxQ  с узловой особой точкой (с 
особой точкой возврата) эта система имеет 
не более восьми (семи) состояний равновесия. 

Замечание 2. Узловую точку и точку воз-
врата кривой следует понимать в смысле тер-
минологии [5]. 

Из леммы 4 и теоремы 36[6] следует 
Лемма 5. Пусть система (1) имеет три сед-

ла и шесть антиседел. Тогда неприводимая изо-
клина 0),(3 =yxP  либо не имеет особой точки, 
но состоит не менее чем из трех различных вет-
вей, либо имеет единственную особую точку 

0M . В случае, когда 0M  является узловой точ-

кой (точкой возврата), изоклина 0),(3 =yxP  

имеет, кроме ветвей, инцидентных точке 0M , 
хотя бы одну ветвь (хотя бы две ветви). 

Теорема 4. Никакие шесть простых со-
стояний равновесия системы (1), каждая из 
которых имеет индекс Пуанкаре, равный 
+1 (-1) не могут принадлежать одной и той 
же кривой второго порядка. 

Доказательство. Прежде всего заметим, 
что система (1) не может иметь более шести со-
стояний равновесия на кривой L : 0),(2 =yxF  
второго порядка, так как система уравнений 

0),(),(),( 332 === yxQyxPyxF  имеет не бо-
лее шести решений. 

Предположим, что на L  система имеет 
шесть состояний равновесия с одним и тем же 
индексом Пуанкаре. Тогда в силу теоремы 3 
L  – изоклина системы (1). Поэтому, без огра-
ничения общности рассуждений, считаем, что, 

0),(3 =yxP  распадается на кривую L  и пря-

мую 0l . Если L  является эллипсом, либо ги-
перболой, либо параболой, либо парой парал-
лельных прямых, то прямая 0l  пересекает ее 
разве что в двух точках. В силу этого в одной из 

двух полуплоскостей, на которые прямая 0l  
разбивает всю фазовую плоскость системы (1), 
окажутся не менее трех особых точек. Но это 
противоречит теореме 36[6], согласно которой 
две простые особые точки с одним и тем же 
индексом Пуанкаре не могут находиться рядом, 
если между ними нет особой точки самой изо-
клины. 

Если кривая L  суть пара пересекающихся 
прямых, то в силу лемм 1 и 2 и теоремы 36[6] 
на L  не более четырех состояний равновесия с 
одним и тем же индексом Пуанкаре. Теорема 
доказана. 

Теорема 5. Система (1) не может иметь 
шесть особых точек второй группы с чисто 
мнимыми характеристическими корнями. 

Доказательство. Пусть система (1) имеет 
шесть особых точек второй группы с чисто 
мнимыми корнями характеристического урав-
нения. Тогда 0),(),(),( 33 ≡′+′= yxQyxPyx yxσ , 

так как в противном случае шесть состояний 
равновесия, индекс Пуанкаре каждого из кото-
рых равен +1, принадлежат кривой второго по-
рядка 0),( =yxσ . А это противоречит теоре-
ме 4. 

По лемме 1[1] система (1), кроме шести ан-
тиседел имеет еще три седла. Исходя из лемм 1 
и 2 и теоремы 36[6], легко показать, что ни одна 
из главных изоклин системы (1) не является 
распадающейся кривой. Тогда мы оказываемся 
в условиях леммы 5. Согласно [7] изоклина 

0),(3 =yxP , удовлетворяющая условиям лем-
мы 5, встречается только в одном из следую-
щих классов: гиперболических гипербол, пара-
болических гипербол, гиперболизмов кониче-
ских сечений. 

Пусть кривая 0),(3 =yxP  принадлежит 
классу гиперболических гипербол. Тогда не 
уменьшая общности рассуждений, считаем, что 
система (1) имеет вид [7]: 

),,(3
232 yxPxyaxbxeycx
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3

1

yxQyxB
dt

dy

ji

ji
ij ≡= ∑

=+
  (13) 

где 0>a . 
Так как 0),( ≡yxσ , то коэффициенты сис-

темы (13) подчинены условиям: ,
3
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BBaB
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  )0,0((010 >eB  – центр). 



 

 

Исследуем особые точки системы (13) на 
бесконечности. Посредством преобразований 
Пуанкаре [4]: 

z
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, ==  

система (13) с учетом (14) приводится соответ-
ственно к виду: 

,2
3

4
34 22232

102030 zeucuzuzBbuzzBauB
dt

du +−++−+−=   

,3322 euzczzubzaz
dt

dz +−+−−=        (15) 

и 

,234
3

4 22
10

3
20

4
30

2232 zvBzvBvBcvzzbvavezv
dt

dv −−−+++−−=   (16) 

3
10

22
20

3
30

322 23
3

1
vzBzvBzvBczbvzzavz

dt

dz −−−+++−= . 

Очевидно, особая точка 0== zv  системы 
(16) является простым устойчивым узлом [4]. 
Координаты остальных бесконечно удаленных 
особых точек системы (13) согласно [4] удовле-
творяют системе уравнений  

0
3

4
4,0 3

30 =+−= uauBz . 

Важно отметить следующее. Так как сис-
тема (13) имеет девять состояний равновесия в 
конечной части фазовой плоскости, то сложные 
состояния равновесия системы (15) могут поя-
виться лишь в результате слияния простых осо-
бых точек, расположенных на экваторе сферы 
Пуанкаре. 

Характеристические корни особой точки 

)0,( == zuu i  системы (15), как нетрудно ви-
деть, определяются по формулам: 

),(4)(,)( 2
2

2
1 auuauu iiii −=−= λλ     (17) 

где iu  – корень уравнения 

.04
3

4
30

3 =+− Bauu    (18) 

Сразу заметим, что уравнение (18) не имеет 
трехкратного корня в силу 0≠a . 

Итак, уравнение (18) имеет: а) либо три 
различных действительных корня; б) либо один 
простой и один двукратный действительные 
корни; в) либо один простой действительный и 
два комплексно-сопряженных корня. 

В случае а) согласно (17) все три особые 
точки системы (15) узлы. В случае б) система 
(15) имеет один простой узел и одну сложную 
двукратную особую точку с двумя нулевыми 
характеристическими корнями. В силу выше 
приведенных рассуждений, сложная точка по-

коя имеет индекс Пуанкаре, равный +2. В слу-
чае в) простому корню уравнения (18) соответ-
ствует особая точка типа «узел». 

Таким образом, сумма индексов особых то-
чек системы (13) на бесконечности не менее +2. 
Однако это противоречит известному утвер-
ждению о том, что сумма индексов Пуанкаре 
всех состояний равновесия, как конечных, так и 
бесконечно удаленных, автономной дифферен-
циальной системы (2) равна +1 (см., например 
с.124[8]). 

Итак, изоклина 0),(3 =yxP  системы (1) не 

может являться представителем класса гипер-
болических гипербол. 

Если предположить, что кривая 
0),(3 =yxP  принадлежит классу параболиче-

ских гипербол, то согласно [7] можно рассмот-
реть систему (13), где  
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Соответствующим образом изменятся сис-
темы (15) и (16). Однако начало координат 

0== zv  системы (16) является также узлом, а 
характеристические корни особых точек систе-
мы (15) определяются по формулам: 

,4)(,)( 2
2

2
1 iiii uuuu == λλ   (19) 

где iu  – корень уравнения 
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Согласно (19) и (20) единственная точка 
покоя системы (15) будет только узлом. Снова 
приходим к противоречию с тем, что сумма ин-
дексов особых точек на всей фазовой плоскости 
равна +1. 



 

 

Предположим, что изоклина 0),(3 =yxP  

является кривой класса гиперболизмов кониче-
ских сечений. Тогда согласно [7] рассматрива-
ем систему (13), где 
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Корни характеристических уравнений осо-
бых точек системы (15) определяются по тем 
же формулам (19), где 0== zv  – узел системы 
(16). И в этом случае сумма индексов Пуанкаре 
всех состояний равновесия системы (13) не 
равна +1. 

Теорема доказана. 
Замечание 3. В заметке [1] приводится 

пример кубической системы с пятью центрами, 
характеристические корни каждого из которых 
являются чисто мнимыми. В этой связи умест-
но отметить, что, если система (1) имеет хотя 
бы одну особую точку второй группы с крат-
ным нулевым характеристическим корнем (их 
число не более двух [9]), то общее число осо-
бых точек второй группы системы (1) заведомо 
меньше пяти. 
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