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Аннотация: 
В работе рассмотрена задача Геллерстедта для нагруженного уравнения гиперболо-

параболического типа. Задача сведена к интегральному уравнению Фредгольма II рода, 
методом малого параметра найдены условия, при которых задача имеет, и притом единст-
венное решение. 
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Рассмотрим нагруженное [1] уравнение 
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Ω=Ω

=
U , где 0Ω  – область, 

ограниченная отрезками 0000 ,, BABBAA  пря-

мых 0=x , rx = , 0>= hy  соответственно, 

1Ω  – область, ограниченная отрезком AE  оси 
x  и характеристиками уравнения (1) 

0:1 =+ yxAC , 11 : ryxEC =− , 2Ω  – область, 
ограниченная отрезком EB  оси x  и характери-
стиками 12 : ryxEC =+ , ryxBC =−:2 , 0I  – 

интервал rx <<0 , 1I  – интервал 10 rx << , 2I  

– интервал rxr <<1 . 

Здесь )()(:Mk kk CIC Ω→ , ( 2,1,0=k ) – 

заданные линейные ограниченные операторы, 
функции )(),( kk Cyxf Ω∈ , ca,  – const. 

Регулярным решением уравнения (1) назо-
вем функцию ∩Ω∈ )(),( Cyxu  

)\()\( 0
21 ICEC Ω∩Ω∩ , удовлетворяющую 

уравнению (1) в U
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k

=
Ω . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Через o  будем обозначать, в зависимости 

от контекста, либо норму в пространстве не-
прерывных функций )(max
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f

MsupM
1≤

= . 

Задача Г. Найти регулярное в области Ω  
решение ),( yxu  уравнения (1), удовлетворяю-
щее краевым условиям  

hyyyruyyu ≤≤ϕ=ϕ= 0),(),(),(),0( 21 ,     (2) 

( ) 11111EC| 0),(2/)(;2/)( rxxψrxrxuu ≤≤=−+= ,    (3) 

( ) rxrxψxrxruu ≤≤=−+= 1211EC| ),(2/)(;2/)(
2

,    (4) 

где (x)ψ(x),(y),ψ(y), 2121 ϕϕ  – заданные непре-
рывные функции, причем )(rψ)(rψ 1211 = . 

Задача Г с разрывными условиями склеи-
вания для ненагруженного уравнения гипербо-



 

 

ло-параболического типа с постоянными коэф-
фициентами подробно исследована (см., на-
пример, [2]). 

Пусть существует решение ),( yxu  задачи 

(1)-(4). Обозначим )0,()( xux =τ , )0,()( xux y=ν . 

Тогда )\()()( 0
1

0 EICICx ∩∈τ , ).\()( 0 EICx ∈ν  

В силу непрерывности производных 

yxxx uuu ,,  мы можем перейти в уравнении (1) 

к пределу при 0+→y  и получить, что )(xτ  и 
)(xν  на AB  будут связаны следующим функ-

циональным соотношением, принесенным из 
области 0Ω : 

).()0,()0,)]((M[)()()( 00 xxfxtxcxax ν+=τ+τ+τ′+τ ′′     (5) 

Решая задачу Коши [3] для уравнения (1) в 
области 2,1, =Ω kk  как для неоднородного 

волнового уравнения с правой частью 
),)]((M[),( k yxtyxfk τ− , получим: 
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Удовлетворяя (6) условию (3), на 1I  после несложных преобразований получим 
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Дифференцируя (7) по переменной x , получим: 
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Исключая из (5) и (8) функцию )(xν , получим следующее уравнение относительно )(xτ : 

)()()()1()( 1 xgxcxax =τ+τ′++τ ′′ ,    (9) 

где .),)]((M[)0,)]((M[),()(2)0,()(
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Удовлетворяя (6) условию (4), на 2I  после несложных преобразований получим 
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Дифференцируя (10) по переменной x , получим: 
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Исключая из (5) и (11) функцию )(xν , получим следующее уравнение относительно )(xτ : 

)()()()1()( 2 xgxcxax =τ+τ′−+τ ′′ ,    (12) 

где .),)]((M[)0,)]((M[),()(2)0,()(
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Считая функции )(1 xg  и )(2 xg  известны-
ми, определим )(xτ  как решение двухточечной 
задачи Дирихле 

)()(),0()0( 1111 rψr =τϕ=τ   (13) 
для обыкновенного дифференциального урав-
нения (9) на интервале 1I  и задачи 

)0()(),()( 2121 ϕ=τ=τ rrψr   (14) 
для обыкновенного дифференциального 

уравнения (12) на интервале 2I : 
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где ),( ξxGk  – функция Грина задачи (9),(13) и (12),(14), имеющая в зависимости от 

c4)23( 2 −−+= kaD , 2,1=k , вид: 
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3) при 0=D  










+−≤ξ≤−−−ξ−−⋅ξ−

≤ξ≤−−−−−−ξ⋅ξ−
=ξ

,)1(,
))1()](1([

)]([exp

,)1(,
))1(]()1([

)]([exp
),(

12
12

1
121

rrkx
r

rrkkx
xλ

xrk
r

rrkxrk
xλ

xG

k

k
k  

где 
2

23
,

2
ka

λ
D −+−==µ , 12 rrr −= . 

Подставив значение функции )(1 xg  в (15), значение функции )(2 xg  в (16), и обозначив 
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на интервале 0I получим уравнение 
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yH  – функция Хевисайда. 

Известно, что уравнения вида (17) разрешимы единственным образом (см., например, [4]), ес-
ли 1K < . Оценивая оператор K , имеем 
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Нетрудно показать, что максимум функций kk xG γ=ξ |),(|  в зависимости от 

c4)23( 2 −−+= kaD  равен 
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Окончательно получаем, что 1K <  при  
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Так как оператор K есть композиция инте-
грального (т.е. компактного) оператора с огра-
ниченным, и, следовательно, является компакт-

ным оператором [4], то к нему применима аль-
тернатива Фредгольма и из единственности 
решения уравнения (17) следует существование 
его решения. 

После нахождения )(xτ  решение задачи 
(1)-(4) сводится к решению первой краевой за-
дачи для уравнения (1) в области 0Ω  и первой 



 

 

задачи Дарбу для уравнения (1) в областях 
2,1, =Ω kk . Таким образом, доказана следую-

щая 
Теорема. Если функции  
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µ
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2

4)23( 2 cka −−+=µ , то 

задача Г имеет, и притом единственное, ре-
шение. 

Замечание. Если в постановке задачи Г 
точка Е совпадает с точкой A, то задача Г сов-
падает с задачей Трикоми, которая была рас-
смотрена в работе [5]. 
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