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Аннотация: 
В работе предложены и исследованы математические модели водного режима в поч-

вогрунтах с фрактальной структурой. В основе моделей лежат дифференциальные урав-
нения дробного порядка. 
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Хорошо известно, что одной из важнейших 

характеристик почв, оказывающих влияние 
практически на все почвенные свойства, явля-
ется их влажность. При изучении структурных 
свойств почв методом малоуглового рассеянья 
нейтронов была установлена их фрактальная 
организация [1], [2], обнаружено влияние 
влажности на фрактальные свойства почвенных 
коллоидов. Зависимость фрактальной размер-
ности почвы от влажности существенно может 
повлиять на процесс нестационарного движе-
ния влаги в этой капиллярно-пористой среде. 
Обычно движение влаги в почве моделируется 
нелинейным уравнением диффузии, основан-
ным на законе Дарси. Оно имеет следующий 
вид [3] 
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Здесь ),( txww =  – влажность в долях едини-
цы, x  – глубина, t  – время, )(wDD =  – коэф-
фициент диффузитивности. 

Коэффициент диффузитивности связан с 
давлением )(wpp =  почвенной влаги,  
с плотностью ρ  и ускоренной силы тяжести 
формулой 
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где )(wkk =  – коэффициент влагопроводно-
сти. 

Уравнение движения влаги в почвах с 
фрактальной структурой можно получить, если 
модифицировать известную схему М. Аллера 
[4], приводящую к уравнению 
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с варьируемым коэффициентом A . 
Действительно, пусть разность ψ−ψe  эф-

фективного потенциала eψ  и капиллярного по-

тенциала влажности ψ  пропорциональна 
«фрактальной скорости изменения влажности» 

),(0 τ∂α xwt , где α∂ t0  – оператор дробного (в 

смысле M. Caputo) дифференцирования по t  
порядка [1,0]∈α с началом в начальный момент 
времени 0=t  [5]. Таким образом 
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где )(tµ=µ  коэффициент пропорционально-
сти, зависящий только от времени t , )(zΓ  – 
гамма функция Эйлера и предполагается, что 
роль уравнения течения однокомпонентной 
сжимаемой жидкости играет уравнение 
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Из (1) и (2) получаем модифицированное 
уравнение движения влаги 



 

 

[ ]),(),()(),( 00 τ∂+
∂
∂=τ∂ α

µ
α xwktxwwD

x
xw xtxt . (3) 

Здесь 

x

w
wwkk

w
wkwD x ∂

∂=µ=
∂
ψ∂= µ ),(,)()( . 

Уравнение (3) в какой то степени отражает, 
в первую очередь через параметр α , фракталь-
ные свойства почвенных коллоидов. 

Для почв типа Гарднера [6], [7] коэффици-
ент диффузитивности 

)exp()( wwD γβ= ,  (4) 
где β  и γ  – параметры, характеризующие поч-
ву. 

В силу (4) можно предположить, что в слое 
rx ≤≤0  с небольшой влагоемкостью между 

)(wD  и w  существует линейная зависимость и 
записать приближенное равенство 

)1()( wwD γ+β= .  (5) 
В случае (5) уравнение (3) допускает сле-

дующую запись: 

[ ]),(
)1(

2
),( 02

22

0 τ∂
∂
∂+

∂
γ+∂

γ
β=τ∂ α

µ
α xwk

xx

w
xw xtt .  (6) 

Пусть 
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– влагосодержание несущего слоя ],0[ r  в мо-
мент времени t  от начального 0 до расчетного 
T ; µk  не зависит от x , тогда уравнение (6) 

можно приближенно заменить уравнением сле-
дующего вида 
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Из уравнения (7) после интегрирования 
обеих его частей по x от 0 до r будем иметь 
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Уравнение (8) для уравнения (3) порождает 
следующие локальные и нелокальные краевые 
условия: 
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)(),( ttrw rx ϕ= ,   (10) 

)(),0(),( 1 tftwtrw xx =− ,  (11) 

)(),0( 0 tftwx = .   (12) 

Предположим, что известно влагосодержа-
ние )(tδ  в начальный момент времени 

0)0( δ=δ    (13) 

и нелокальное краевое условие (11) с правой 

частью ],0[)( 1
1 TCtf ∈ . Тогда уравнение (8) 

можно записать в виде 
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где 
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µ fktftftftc t . 

С учетом начального условия (13) для нахож-
дения )(tδ  получим интегральное уравнение 
Вольтерра второго рода 

)()()()( 000 τ+δ=δτ−δ α−α− fDtcDt tt .         (15) 

Здесь и в дальнейшем χ
tD0  – оператор Ри-

мана-Лиувилля [5]. 
Уравнение (15) имеет и притом единствен-

ное решение )(tδ . Метод итерации или метод 
последовательных приближений позволяет 
найти это решение с любой наперед заданной 
точностью. 

Рассмотрим модифицированное уравнение 
движения влаги (3) с постоянным коэффициен-
том диффузитивности D, когда влажность ме-
няется в небольшом диапазоне, и постоянным 
коэффициентом Аллера µk  
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с начальным условием 
rxxxw ≤≤ϕ= 0),()0,(  

и граничными условиями второго рода 
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где ].,0[)(],,0[)( /
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Условие (17) задает правило изменения по-
тока влаги на поверхности 0=x  почвы. Усло-
вие (18) физически означает отсутствие потока 
влаги через границу rx = . 

Пусть влажность ),( txw  удовлетворяет ус-
ловиям (17) и (18). Тогда из равенства (16) по-
сле почленного интегрирования по x  от 0 до r 
получаем 
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Из (19) нетрудно показать, что 
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где 0δ  – начальное состояние (13) переменной 

δ . 
Рассмотрим важный вариант модели (13), 

(19), когда градиент влажности xw ∂∂  при 
0=x  меняется по следующему закону: 
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где jA  для любого ,...1,0=j  представляют по-

стоянные величины, независящие от времени, 
ε  – неотрицательное число, которое характери-
зует фрактальную размерность поверхности 
почвенного слоя. 

Подставляя )(1 tf  из (21) в формулу (20) и, 

учитывая равенство 01 )0( Af =  будем иметь 

расчетную формулу 
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В формуле (22) положим, что 
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Тогда она примет вид 
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Пусть 
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– полином Миттаг-Леффлера по терминологии 
А. М. Нахушева [5] 
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Тогда формулу (24) можно переписать в виде 
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Если в (21) положить ∞=n  и коэффици-
енты ряда определить по формуле (23), то 
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тогда расчет влагосодержания слоя или фильт-
рационной почвенной колонки длины r можно 
произвести следующим образом: 
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При α=ε  формула (28) записывается в 
виде 
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Перепишем уравнение (16) в виде 
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и предположим, что задано граничное условие 
(11), которое означает закон изменения во вре-
мени от начального 0=t  до расчетного Tt =  
разность градиента влажности на границах 

rxx == ,0  почвенного слоя rx ≤≤0 . 
В уравнении (30) заменим выражение, 

стоящее в квадратных скобках на его среднее 
значение, тогда уравнение приближенно заме-
нится нагруженным уравнением вида 
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Любое решение ),( txww =  уравнения (31) 
представимо в виде 
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Тогда из (32) и (33) 
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Из (34) следует дифференциальное уравне-
ние дробного порядка 

[ ])()(
62

)()()( 100

22

10 τ∂+τδ∂++=δ µ
αα fk

D

rr
tfrtft tt , 

которое эквивалентно уравнению 
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Единственное решение )(tδ  задачи Коши 
(13) для этого уравнения определяется форму-
лой [5] 
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где 
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Справедлива следующая 
Теорема. Единственное решение ),( txw  

начально-краевой задачи 
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для уравнения (31) задается формулой 
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где функции )(01 tF  и )(01 tF α  однозначно вычис-

ляются по алгоритмам (36) и (38). 
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