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Исследование зависимости линейной поляризации  
излучения заряда в электромагнитном поле плоской 

волны от ее интенсивности и поляризации 
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Аннотация 
Исследована мгновенная степень линейной поляризации глобального излучения за-

ряда в поле эллиптически поляризованной электромагнитной волны как функция трех 
переменных: времени, интенсивности внешней волны и ее поляризации. Средняя по 
времени степень линейной поляризации глобального излучения исследована в зависи-
мости от поляризации и интенсивности внешней волны. Вектор поляризации ориенти-
рован вдоль направления распространения внешней волны. 

Ключевые слова: вектор поляризации, степень линейной поляризации, σ и π ком-
поненты излучения, мощность глобального излучения. 

 

Задача о движении заряда в поле эллиптически поляризованной электромагнитной 
волны представляет интерес в связи с общностью постановки [1, 2]. Меняя параметр 
поляризации волны можно рассмотреть большой спектр частных случаев, включая ли-
нейную и круговую поляризации. Кроме того, при исследовании излучения можно раз-
личным образом ориентировать вектор поляризации. 

Пусть плоская эллиптически поляризованная электромагнитная волна распростра-
няется вдоль оси z  лабораторной системы координат со скоростью c . Вектор напря-
женности электрического поля волны имеет вид: 

( )ωξψωξψ sinsincoscos jiE2E 0

rr

+= ,                                           (1) 

где 0E  – амплитуда напряженности электрического поля; ω  - частота волны; ψ  - 

параметр, характеризующий поляризацию волны ( )20 /πψ ≤≤ , ξ  - момент излучения. 

Интенсивность волны будем характеризовать параметром 
cm

eE0

ω
γ = . При 1>>γ  волна 

считается сильной, при 1<<γ  - слабой. 
В электромагнитном поле заданной 

плоской волны заряд e  движется по опре-
деленной траектории. С зарядом удобно 
связать мгновенно сопутствующую систе-
му координат ( )zyx ′′′ ,, , начало которой 
совпадает с той точкой лабораторной сис-
темы координат ( )zyx ,, , в которой нахо-
дился заряд в момент излучения ξ . Поло-
жение заряда в лабораторной системе ко-
ординат задается радиус – вектором r

r

 
(рис. 1). Точка А, в которой в момент времени t  наблюдается излучение заряда, удале-

Рис. 1. Лабораторная и мгновенно сопутст-
вующая системы координат 
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на на большое расстояние ( )ξR  от заряда по сравнению с длиной волны излучения. 

Моменты излучения ξ  и наблюдения t  связаны соотношением: ( ) cRt /ξξ −= .  
При изучении линейной поляризации излучения вектор напряженности электриче-

ского поля излучения обычно раскладывают по двум ортогональным единичным ортам 
линейной поляризации [4, 5]: 

3322 EEE ll += ,                                                                   (2) 

где 32,l
r

 связаны с произвольно ориентированным единичным вектором поляризации j
r

 

и единичным вектором 
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( )ξ
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= , направленным от заряда к точке наблюдения т.о.: 
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Компоненты 2E  и 3E  определяют соответственно σ  и π  компоненты излучения, 

σ  - компонента характеризует проекцию E
r

 на плоскость, ортогональную вектору j
r

. 
Угловое распределение мгновенной мощности излучения определяется выражени-

ем [3, с.258]: 
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где ( ) ( ) c/ξυξβ r

r

= , ( )ξυr  - скорость заряженной частицы. 
Для описания поляризации излучения вводится специальная величина – степень 

линейной поляризации (далее - СЛП) p : 
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где 32W ,  - мгновенные мощности компонент глобального излучения, полученные из (4) 

интегрированием по телесному углу Ω  [2]. Из (5) следует, что значения СЛП находят-
ся в пределах [ ]11,− . 

Мгновенная мощность глобального излучения, очевидно, не зависит от ориентации 

вектора поляризации j  и равна  [7]: 
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где w
r

 - ускорение заряда.  
Как следует из (3) и (5), мощность σ  - компоненты и СЛП существенно зависят от 

ориентации вектора поляризации j .  

Вектор поляризации излучения j  направим вдоль направления распространения 
внешней волны: 

( )100j ,,=
r

.                                                                      (7) 
Для этого выбора вектора поляризации в работе [6] приведены уравнения движения 

( )ξr
r

, полученные в системе отсчета, в которой частица в среднем покоится 

( )0z ==⊥ ββ . Данный выбор системы отсчета дает дополнительную связь между инте-

гралом движения const
1

1
2

z =
−
−=

β
βα  и параметром интенсивности внешней волны γ : 



  

22 1 γα += .                                                                 (8) 
Полученными в работе [6] точными аналитическими выражениями для мгновенной 

2W  и средней по времени 2W  мощности σ  - компоненты глобального излучения мы 

воспользуемся для нахождения мгновенной ( )x,pp ,ψγ=  и средней по времени 

( )ψγ ,pp =  СЛП глобального излучения и проведем анализ полученных функциональ-
ных зависимостей.  

Мгновенная мощность σ  - компоненты излучения для ( )100j ,,=
r

 имеет вид [6]: 
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где введены обозначения: ( )222424682 2268720 ηαηαηαααα −−−+−=A ; 

( )2222462 430552351 ηηααααηα −−+−=A ;  ( )22422 122941322 ηααηα −−+=A ;    

( )2423 612283 ηααη −++−=A ;   ( )24 2324 αη +−=A ;   55 η−=A ; 

( )ψγη 2cos2−= ; xCK cos2 2 ηα += ;  xCK cos0 2 ηα += . 
Мощность глобального излучения W  в нашем случае равна:  
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Подставляя 2W  и W  в выражение для СЛП (5), получаем зависимость мгновенной 
СЛП от интенсивности γ , поляризации внешней волны ψ  и времени:  
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( )222424682 2264320P ηαηαηαααα −−−+−= ;  

( )2222462 430524151P ηηααααηα −−+−= ;  ( )22422 12411922P ηααηα −+−= ; 

( )2243 618183P ηααη −+−= ;   ( )1624P 24 −= αη ;   535P η= . 
Фазовую переменную ωξ2x =  будем для краткости называть фазой, определяю-

щей положение заряда на орбите в момент времени ξ . 
Проверка выражения (11) для частного случая волны круговой поляризации 

( )4/πψ =  приводит к известному в теории синхротронного излучения результату: 
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т.е., мгновенная глобальная СЛП не зависит от времени (от положения на орбите) и в 
нерелятивистском пределе 21p 0 /→→γ , а в релятивистском пределе 43p /→∞→γ . 

Как следует из выражения (10) для мгновенной мощности глобального излучения, 
при движении электрона в поле линейно поляризованной электромагнитной волны в 
определенные моменты времени излучение отсутствует, т.к. в эти моменты времени 
ускорение заряда равно нулю. Для линейно поляризованной волны с 0=ψ  мгновенная 
мощность глобального излучения принимает нулевые значения при m2x ππ += , а для 
линейно поляризованной волны с 2/πψ =  это имеет место при m20x π+=  ( Nm ∈ ): 
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В указанных точках понятие СЛП теряет смысл. 
На рисунках 2 -4 представлены зависимости мгновенной СЛП от времени ( )xpp =  

для внешней волны конкретной поляризации и интенсивности. 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
В нерелятивистском пределе 0→γ  выражение (11) для СЛП после разложения в 

ряд по малому параметру ( )1q 22 += γγ /  с точностью до членов второго порядка ма-

лости принимает вид: 

01.0=γ  

5.0=γ  

0.1=γ  

Рис. 2. Зависимость мгновенной СЛП глобального излучения заряда от положения на орби-
те для различных значений параметра интенсивности γ  внешней линейно поляри-

зованной ( 0=ψ ) электромагнитной волны. При π=x  заряд не излучает. 
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Рис. 3. Зависимость мгновенной СЛП глобального излучения заряда от положения на орбите 
для различных значений параметра интенсивности γ  внешней линейно поляризован-

ной волны ( 2/πψ = ) электромагнитной волны. При π20x ,=  заряд не излучает. 
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Рис. 4. Зависимость мгновенной СЛП глобального излучения заряда от положения на орбите 
для различных значений параметра интенсивности γ  внешней эллиптически поляри-

зованной ( 8/πψ = ) электромагнитной волны. 
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откуда следует, что независимо от поляризации внешней волны мгновенная СЛП стре-
мится к значению 50p 0 .=→γ , что хорошо видно на рисунках 2 -4 при 010.=γ . 

В таблице 1 приведены предельные значения мгновенной СЛП в «контрольных» 
точках ( )x,ψ , вычисленные по формуле (13) при 010.=γ , а также результаты вычисле-
ния СЛП по точной формуле (11). 

Таблица 1 
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Графики зависимости мгновенной СЛП от положения на орбите ( )xp  в нереляти-

вистском пределе при 01.0=γ  для различных значений поляризации внешней волны 
приведены на рисунке 5. 

В релятивистском пределе ( ∞→γ ) СЛП (11) после разложения в ряд по малому 

параметру 21 γ/  с точностью до членов первого порядка малости принимает вид: 

 

1 
2  

3  

4  

5  

Рис. 5. Зависимость мгновенной СЛП глобального излучения заряда от положения на орбите в пре-

деле слабой волны. Кривая с номером n соответствует внешней волне с поляризацией nψ :  
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Из (14) следует, что для волны любой поляризации, кроме линейной, в моменты 
0=x  и π=x  мгновенное значение СЛП равно 43p /=→∞γ . Это видно, например, на 

рисунке 4 для эллиптически поляризованной волны с параметром 8/πψ = . 

Предельные значения мгновенной СЛП в точках ( ) ( )πψ ,0, =x  и ( ) ( )02x ,/, πψ = , 
вычисленные по формуле (14), приведены в таблице 2. 

Формула (14) не применима для двух пар значений ( )x,ψ : ( )00,  и ( )ππ ,/ 2 . Пре-
дельные значения мгновенной СЛП в этих точках также приведены в таблице 2. 

Для оценки надежности результатов, полученных по формуле (14), в таблице 2 
приведены результаты вычисления СЛП по точной формуле (11) при 100=γ . 
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Рис. 6. Зависимость мгновенной СЛП глобального излучения заряда от положения на орбите в 
пределе сильной волны. Кривая с номером n соответствует внешней волне с поляризацией 

nψ :  
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Графики зависимости мгновенной СЛП от времени в релятивистском пределе при 
100=γ  для различных поляризаций внешней волны приведены на рисунке 6. 

Все указанные в таблицах 1 и 2 особенности поведения ЛСП ( )xpp ,,ψγ=  вблизи 

контрольных точек ( )x,ψ : ( )00, , ( )π,0 , ( )02,/π  и ( )ππ ,/ 2  хорошо видны на графиках 
(рис. 5 и 6). 

Размах значений мгновенной СЛП глобального излучения при изменении интен-
сивности волны иллюстрирует рисунок 7. 
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Качественный характер зависимости СЛП от поляризации волны в точках, близких 

к контрольным точкам ( ) ( )02x ,/, πψ =  и ( ) ( )πψ ,, 0x =  сохраняется в волне любой ин-
тенсивности (рис. 8 и 9) , но интервал значений СЛП существенно различен в нереля-
тивистском и релятивистском случаях.  
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Рис. 7. Зависимость мгновенной СЛП глобального излучения заряда от интенсивности 
внешней волны. Характеристики кривой с номером n приведены ниже в таблице. 

 

Рис. 8. Зависимость мгновенной СЛП глобального излучения от поляризации внешней волны 
в момент 0010x .=  в нерелятивистском 010.=γ  и релятивистском 10=γ  пределах. 
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Наконец, отметим еще одну особенность функциональной зависимости СЛП от по-
ляризации внешней волны, которая наглядно представлена на рисунке 10. Здесь приве-
дены зависимости ( )ψp  в различные моменты времени (для различных положений за-
ряда на орбите) для нескольких значений интенсивности внешней волны. Видим, что в 
момент 0x =  (а также π=x ) функция ( )ψp  является монотонной. Заметим, что этот 
вывод справедлив и в нерелятивистском пределе: при 10.=γ  СЛП изменяется от 

5000p 0 .==ψ  до 5050p 2 ./ ==πψ . При всех иных значениях x  функция ( )ψp  не является 

монотонной. В момент 2x /π=  функция ( )ψp  является симметричной. 

 
 

Теперь перейдем к обсуждению средней за оборот СЛП глобального излучения, ко-
торая определяется выражением: 
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Средняя по времени мощность глобального излучения имеет вид [6]: 
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Точные аналитические расчеты для случая ),,( 100j =
r

 дают для средней по времени 

σ  - компоненты мощности глобального излучения 2W  следующее выражение [6]: 
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Подставляя W  из (16) и 2W из (17) в выражение для p  (15), получаем: 

1.0=γ  

1=γ  
5=γ  

100=γ  

Рис. 10. Зависимость мгновенной СЛП глобального излучения заряда от поляризации внешней 
волны заданной интенсивности в фиксированный момент времени.  

0xмомент =  

10=γ  10=γ  

010.=γ  010.=γ  

1=γ  

1=γ  
50.=γ  50.=γ  

4xмомент /π=  2xмомент /π=  p  p  p  

ψ  

ψ  
ψ  

Рис. 9. Зависимость мгновенной СЛП глобального излучения от поляризации внешней волны 
в момент π9990x .=  в нерелятивистском 010.=γ  и релятивистском 10=γ  пределах. 
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Для волны круговой поляризации ( 0=η ) средняя по времени СЛП (18) равна: 

( )214
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4

3
p
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−= .                                                             (19) 

Предельные значения СЛП (19) в нерелятивистском ( )21p 0 /→→γ  и релятивистском 

( )43p /→→∞γ  пределах согласуются с результатами работы [7]. Как видим, в случае 

круговой поляризации внешней электромагнитной волны мгновенная (12) и средняя 
(19) СЛП глобального излучения совпадают для любых значений γ . Этот вывод очеви-
ден из общих соображений и позволяет судить о надежности результатов (11) и (18). 

На рисунке 11 представлена зависимость )(ψp  для различных интенсивностей 
внешней волны. Видим, что функция )(ψp  является немонотонной и симметричной. 
Насколько быстро меняется угол наклона касательной к графику )(ψp  вблизи гранич-
ных значений параметра ψ  с ростом интенсивности волны видно из рисунка 11 б.  

 
Значения параметра поляризации ( )20 /πψ ≤≤  можно разделить на три области: 

при фиксированном значении ψ  СЛП может возрастать с ростом интенсивности внеш-
ней волны, может убывать и может иметь экстремум. На рисунке 11 а области значений 
ψ , соответствующие немонотонному характеру зависимости ( )ψγp , выделены пунк-

тирными линиями: )..( 560390 ≤≤ψ  и )..( 181011 ≤≤ψ . Значения параметра интенсив-
ности волны γ , при которых функция )(γp  имеет минимум, а также минимальные 
значения самой функции )(γp  приведены в таблице 3. На рисунке 12 область кривых 

)(γp , имеющих минимум при некотором значении mγ , помечена звездочкой.  

Таблица 3 
ψ  

mγ  ),( mp γψ  ψ  
mγ  ),( mp γψ  

0.3900 23.07 0.2783 0.5600 0.2032 0.4998 
392708 ./ =π  10.29 0.2846 1.010 0.1863 0.4998 
523606 ./ =π  0.6628 0.4864 1.180 15.66 0.2802 
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5=γ  

1000=γ  

10=γ  

1=γ  
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10.=γ  

)б  )a  

Рис.11. Зависимость средней СЛП глобального излучения p (рис.а) и производной ψdpd /  

(рис.б) от поляризации внешней волны для различных значений интенсивности γ . 
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В нерелятивистском пределе поведение СЛП ( )γψγ ,pp 0 =→  описывается прибли-

женной формулой, полученной при разложении (18) в ряд по малому параметру q : 
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 ⋅−+=→ )(cos ψγ .                                             (20) 

В таблице 4 сопоставлены значения средней СЛП, полученные по точной (18) и 
приближенной (20) формулам при различных значениях интенсивности волны γ . Жир-
ным шрифтом выделены те значения средней СЛП, которые с точностью до 5 значащих 
цифр совпали по результатам использования точной и приближенной формул. 

Таблица 4 
γ  ψ  0, 2/π  3/π  4/π  8/π  

0.2 0.45673 0.49639 0.50962 0.48317 

0.01 0.49989 0.49999 0.50003 0.49996 

0.001 

→∞γp  

по формуле 
(23) 0.50000 0.50000 0.50000 0.50000 

      

0.2 0.45738 0.49666 0.50962 0.483363 

0.01 0.49990 0.49999 0.50002 0.49996 

0.001 

→∞γp  

по формуле 
(21) 0.50000 0.50000 0.50000 0.50000 

 
 

В релятивистском пределе для линейно поляризованной волны ( )20 /,πψ =  средняя 
СЛП глобального излучения с точностью до членов первого порядка малости имеет вид: 
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Для остальных значений параметра поляризации ( )20 /πψ <<  средняя СЛП гло-
бального излучения с точностью до членов второго порядка малости равна: 
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В таблице 5 приведены предельные значения средней СЛП, вычисленные по фор-
мулам (21) и (22) для различных значений интенсивности волны γ . Здесь же приведе-
ны результаты вычисления средней СЛП по точной формуле (18), которые позволяют 

78504 ./ =π  

560.  

200.  

20 /,π  

523606 ./ =π  

392708 ./ =π  

Рис. 12. Зависимость средней СЛП глобального излучения от интенсивности вол-
ны для различных значений параметра поляризации волны. 

*  

γ  

p  



  

оценить надежность результатов, полученных по формулам (21) и (22). Жирным шриф-
том выделены те значения СЛП, которые с точностью в 5 значащих цифр совпали по 
результатам использования точной (18) и приближенных (21) и (22) формул. 

Таблица 5 
γ  ψ  0, 2/π  3/π  4/π  8/π  

10 - 0.69107 0.54708 0.75500 0.28787 

100 - 0.74411 0.54286 0.75005 0.28469 

1000 

→∞γp  

по формулам 

(24) и (25) - 0.74941 0.54282 0.75000 0.28466 
      

10 - 0.68468 0.54132 0.74752 0.28464 

100 - 0.74404 0.54281 0.74998 0.28466 

1000 

→∞γp  

по формуле 

(21) - 0.74941 0.54282 0.75000 0.28466 
 

В таблице 6 приведены предельные значения СЛП, вычисленные по формуле (22) 
для значений параметра поляризации ψ , использованных при построении графиков, 
приведенных на рисунке 12. Видно, что приведенные в таблице 6 значения СЛП хоро-
шо согласуются с рисунком 12. 

Таблица 6 
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Как видно из рис. 12, в слабой волне поляризация не влияет на среднюю по време-
ни СЛП глобального излучения заряда. В этом случае при всех значениях ψ  излучается 

преимущественно σ  - компонента и 50p .= . В сильной волне ( )1>>γ  поляризация 
существенно влияет на среднюю СЛП. Например, в поле линейно поляризованной вол-
ны заряд излучает преимущественно π  - компоненту, а при 9740.≈γ  излучение не по-
ляризовано и 0p = . Для волны эллиптической поляризации, например, при 3/πψ =  
или 6/πψ =  СЛП при изменении интенсивности волны изменяется незначительно 
вблизи значения 50p .~  и при любом значении параметра γ  излучается преимущест-
венно σ  - компонента. А, например, при значениях 2820.=ψ  или 2881.=ψ  излучение 

в релятивистском пределе не поляризовано вовсе ( )0p = ! 
Таким образом, мгновенная )xp( ,,ψγ  и средняя по времени )(p ψγ ,  степени линей-

ной поляризации глобального излучения заряда в общем случае различны и существенно 
зависят от интенсивности и поляризации внешнего электромагнитного поля волны. 

Автор благодарит профессора Томского госуниверситета В.Г. Багрова за интерес к 
работе и полезные обсуждения. 
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