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Аннотация 
В статье разработан алгоритм определения фильтрационных и ёмкостных параметров газоносно-

го пласта. Предложенный алгоритм основан на решении обратной задачи теории фильтрации мето-
дом модулирующих функций. Также приводится численная реализация решения поставленной задачи.  
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Development of an algorithm for a numerical solution of an inverse 
problem of the filtration theory by modulating function method 

 
Abstract 
The paper suggests the algorithm for determining filtrational and capacity parameters of gas reservoir. 

This algorithm is based on the solution of an inverse problem of the filtration theory by modulating function 
method. A numerical solution of the problem stated is given as well. 
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Введение 

 
В данной работе нами предложен алгоритм (с численной реализацией) определения 

фильтрационных и ёмкостных параметров газоносного пласта на основе решения об-
ратной задачи теории фильтрации. Для решения этой задачи применяется метод моду-
лирующих функций (далее, М-метод).  

Отметим, что идея применения М-метода для решения обратных задач восходит к 
работам Дж. Лоэба и Г. Кахена (J. Loeb, G. Cahen) [1, 2]. Возможность применения М-
метода для решения задач нефтегазовой науки впервые была высказана В.Б. Георгиев-
ским и им были разработаны унифицированные алгоритмы для решения обратных за-
дач подземной гидрогазодинамики [3]. В работах [4,5] приведены некоторые способы 
программной реализации алгоритмов, предложенных в работе В.Б. Георгиевского [3]. В 
работе [6] сделана попытка обобщить М-метод на случай любой степени полиномов 
разложения неизвестных параметров газоносного пласта. 

 
Решение обратной задачи теории фильтрации 

 
В работе [7] рассмотрена следующая обратная задача теории фильтрации. 
Дано нелинейное эволюционное уравнение параболического типа, описывающее 

процесс нестационарной фильтрации реального газа [8] 
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Ω∈),( yx ,  ),0( Tt ∈ ,  2R⊂Ω  

(1) 

с начально-граничными условиями 

),()0,,( 0 yxpyxp = ,  Ω∈),( yx , (2) 

),,( tyxLp ω=
Γ

,  Γ∈),( yx ,  ],0[ Tt ∈ , (3) 

где ),(),(),( yxhyxkyxa = , ),(),(2),( yxhyxmyxb α= , 
ат

ptyxQtyxc ),,(2),,( = . 

Здесь ),,( tyxp  – давление в точке пласта с координатами (x,y) в момент времени t, 
k(x,y) – коэффициент проницаемости пласта, m(x,y) – коэффициент пористости пласта, 
h(x,y) – эффективная толщина пласта, µ(p) и z(p) – соответственно коэффициенты дина-
мической вязкости и сверхсжимаемости газа при давлении p и пластовой температуре 
Tпл, α(x,y) – коэффициент газонасыщенности, ),,( tyxQ  – объемный расход газа, отнесен-
ный к единице площади пласта в точке (x,y) в момент времени t, приведенный к атмо-
сферному давлению pат и пластовой температуре Tпл. Далее, L  – это единичный оператор 
в случае первой краевой задачи; в случае второй краевой задачи nL ∂∂= /  – производная 
по внешней нормали к границе Г области Ω ; в случае третьей краевой задачи 

ptyxQnpLp ),,(/ +∂∂=  ( ),,( tyxQ , ),,( tyxω  – известные функции). 
Отметим, что оператор L  в условии (3) может иметь и более сложную структуру. 
Требуется найти коэффициенты ),( yxa , ),( yxb  в уравнении (1) при условии что 

функции ),,(),(),( tyxcpzpµ  известны.  
Введем в рассмотрение функцию от давления 
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тогда уравнение (1) можно переписать так [7]: 
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где )(/1 pzp=ψ , ),,(22 tyxQp
ат

=ψ . 

Для нахождения коэффициентов ),( yxa  и ),( yxb  в (5) применяется М-метод. Раз-

лагая коэффициенты ),( yxa  и ),( yxb  по формуле Тейлора 
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после элементарных преобразований получим следующую систему алгебраических 
уравнений 
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или в векторно-матричной форме 
Υ=Θ⋅W .                                                                   (8) 

Здесь W  – матрица размера ee nn × , элементами которой являются известные коэффи-

циенты )( j
kmα , )( j

kmβ , а Θ  – en -мерный вектор 

неизвестных коэффициентов kma , kmb . 

Нетрудно установить, что при 

pnk ,...,1,0= , km ,...,1,0=  число неизвестных 

}{ kma  и }{ kmb  равно, соответственно, 

2

)2)(1( ++
= pp

a

nn
n  и ab nn = , а общее число 

неизвестных равно )2)(1( ++= ppe nnn .  

Вместо двойных индексов km мы иногда 
будем использовать одинарный индекс i 
(схема нумерации с помощью индекса i изо-
бражена на рис. 1). Таким образом, индекс i 
будет обозначать номер столбца, а j – номер 
строки матрицы W. 

С помощью индексов i, j элементы матрицы W и векторов Θ  и Y запишутся в виде: 
}{ jiWW = ,   },{: )()( j

i
j

ijiW βα= ,   T
ii ba },{=Θ ,   }{ )( jγ=Υ , 

( eni ,...,2,1= ; 1,...,1,0 −= enj ). 

Здесь знак T означает операцию транспонирования.  
Числа )( j

iα , )( j
iβ , )( jγ  определяются, соответственно, следующим образом: 
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где ]},[],[],{[ 212121 ttyyxxV ××= , dxdydtdV =  ( pnk ,...,1,0= ; km ,...,1,0= ; 

1,...,1,0 −= enj ). 

Для однозначного определения en  неизвестных kma , kmb , необходимо иметь en  – 

уравнений, причем детерминант матрицы W линейной системы (8) должен быть отли-
чен от нуля. 

Для этого модулирующие функции )(),(),( tfyfxf jjj  выберем следующим образом: 
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(12) 

Рис. 1. Схема нумерации коэффициентов 

kma , kmb , )( j
kmα , )( j

kmβ  с помощью 

индекса i 



 

Из формул (9) - (11) видно, что вопрос машинной реализации поставленной задачи 
сводится к вопросу численного интегрирования тройных интегралов. 

 
Алгоритм для численного решения обратной задачи теории фильтрации 

 
Из сказанного выше получаем следующий алгоритм численной реализации для ре-

шения обратной задачи теории фильтрации. 
Шаг 1. Определение числа неизвестных, а тем самым и порядка матрицы W 

)2)(1( ++= ppe nnn , 

где pn  – максимальный порядок степеней разложения искомых функций ),( yxa  и 

),( yxb  в разложениях (6), (7). 

Шаг 2. Генерирование модулирующих функций )(xf j , )(yf j , )(tf j , удовлетво-

ряющих условиям (12). Для этого удобно представить модулирующие функции сле-
дующим образом: 
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Шаг 3. Получение и обработка входных данных. Для решения задачи сначала не-
обходимо иметь экспериментальные данные о значениях ),,( tyxp , ),,( tyxQ  в узлах 
кубической решетки, а также необходимо вычислить µ(p) и z(p). 

При отсутствии данных во всех узлах решетки можно интерполировать функции 
),,( tyxp , ),,( tyxQ . Для этого можно применить известные методы интерполяции (на-

пример, интерполяционные многочлены Лагранжа, Ньютона и др.) [9-12]. 
В соотношениях (9)-(11) присутствуют )( pψψ = , )(11 pψψ = , ),,(22 tyxψψ = . 
Сначала вычислим )( pψ  из (4), взяв в качестве z(p) квадратичную функцию: 
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Окончательно имеем: 
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Выбор функции )( pz  мотивируется тем обстоятельством, что для глубинных газо-
вых залежей коэффициент сверхсжимаемости хорошо аппроксимируется квадратичной 
функцией вида (13). Отметим, что квадратичная парабола дает хорошее приближение 
одной из эмпирических кривых Д. Брауна [13-15] (см. рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Зависимость коэффициента сверхсжимаемости от приведенных давления и 

температуры для природных газов [13]  

 
 

Шаг 4. Заполнение значений элементов матрицы W и вектора Y  (см. (8)), а именно 
значений )( j

kmα , )( j
kmβ , )( jγ  (см. (9)-(11)), представляющих собой тройные интегралы. 

Вычисление тройных интегралов в соотношениях (9)-(11) сводится к вычислению 
повторных интегралов с применением известных формул численного интегрирования 
(формулы Ньютона-Котеса и др.) [9-12]. 



 

Шаг 5. Нахождение cond(W) – числа обусловленности матрицы W: 

min

max)(
λ
λ

=Wcond , 

где maxλ , minλ  – максимальное и минимальное, соответственно, собственные значения 

матрицы W. Для преодоления трудностей, связанных с некорректностью плохо обу-
словленных систем, необходимо обеспечить «близость» числа обусловленности 
cond(W) матрицы W к 1 [16]. Это достигается варьированием модулирующих функций 
или усреднением исходных данных. 

Шаг 6. Решение системы линейных алгебраических уравнений (8). 
Подходящим образом выбирая модулирующие функции, можно обеспечить выпол-

нение условия невырожденности матрицы W: 0det ≠W . 
Для решения системы (8) можно применить, например, хорошо известный метод 

исключения Гаусса с выбором главного элемента ([9-12]). 
В результате решения системы (8) найдем вектор неизвестных },{ kmkm ba=Θ , пер-

вые 2/en  элементов которого – коэффициенты kma , а последующие 2/en  элементов – 

коэффициенты kmb . 

Шаг 7. Подстановка найденных значений kma , kmb  в разложения (6), (7) искомых 

функций ),( yxa  и ),( yxb  соответственно. 
 

Заключение 
 

В статье приведен алгоритм численного решения обратной задачи теории фильтра-
ции, а именно задачи определения фильтрационно-ёмкостных параметров газоносного 
пласта. Эти параметры являются коэффициентами дифференциального уравнения, опи-
сывающего процесс неустановившейся фильтрации газа в неоднородной по коллектор-
ским свойствам пористой среде. 

Алгоритм основан на решении обратной задачи теории фильтрации М-методом. 
Отметим, что одним из главных достоинств М-метода (наряду с эффективностью) 

является его простота для практического применения. 
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