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Параллельные прямые изоклины кубичных  
дифференциальных систем на плоскости 

(Рецензирована) 
 
Аннотация 
Доказывается, что если кубичная дифференциальная система второго порядка имеет хотя бы од-

ну особую точку, то она не может иметь более пяти параллельных между собой прямых изоклин.  
Рассматривается вопрос о существовании других прямых изоклин при условии, что система имеет 

максимальное число параллельных между собой прямых изоклин. 
Ключевые слова: прямая изоклина, особая точка, кубичная дифференциальная система на плоскости. 
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Parallel straight-line isoclines of planar cubic differential systems 
 
Abstract 
It is proved that if the cubic differential system of the second order has at least one singular point it cannot 

have more than five straight-line isoclines parallel to each other.  
The problem on existence of other straight-line isoclines is considered provided the system has the maxi-

mum number of straight-line isoclines parallel to each other. 
Key words: a straight-line isocline, singular point, the planar cubic differential system. 
 
Изучению прямых изоклин системы дифференциальных уравнений 
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где  1),( , , 33 =∈ QPRba ijij , посвящены работы [1, 2].  

При этом в [1] дается оценка общего числа прямых изоклин системы (1), а в [2] дан 
краткий обзор работ по данной теме. 

В настоящей работе мы рассмотрим вопрос о числе параллельных между собой 
прямых изоклин системы (1). 

Существуют системы вида (1), обладающие пятью параллельными между собой 
прямыми изоклинами при наличии хотя бы одного состояния равновесия. 

Пример 1. 

).)(10)(10(  ),5)(1)(1( xyxyxy
dt

dy
xyxyxy

dt

dx ++−−−=+−+−−−=          (2) 

Как видим, система (2) имеет пять параллельных между собой прямых изоклин, в 
том числе три изоклины бесконечности и две изоклины нуля.  

Кроме того, эта система имеет три состояния равновесия, и они расположены на 
прямой  0=+ xy . 

Покажем, что не существует систем вида (1), имеющих более пяти параллельных 
между собой прямых изоклин. 

Замечание 1. Всюду в дальнейшем считаем, что многочлены  ),(3 yxP   и  ),(3 yxQ   

неоднородные, и каждый из них содержит хотя бы один одночлен третьей степени. Это 



  

требование мы не будем оговаривать каждый раз. 
Теорема 1. Если система (1) имеет не менее одного состояния равновесия, то число 

параллельных между собой прямых изоклин этой системы не превосходит пяти. 
Доказательство. Рассмотрим систему (1), имеющую не менее пяти параллельных 

между собой прямых изоклин. Среди этих прямых найдутся две, на которых система 
(1) индуцирует различные направления [1].  

Поэтому, следуя [1], приведем систему (1) посредством подходящего неособенного 
линейного преобразования к виду: 
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Прямая  bkxy += ,  где  2,1bb ≠ ,  является изоклиной системы тогда и только тогда, 

когда имеет место равенство 
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Здесь 
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где  
( ) 2

0201002 bbbbbbg ++= , ( ) ( )bkbbkbbbg
021101101

2+++= , 

( ) 2
0211200 kbkbbbg ++= , ( ) 2

0201002 babaabf ++= , 

( ) ( )bkaakaabf 021101101 2+++= , ( ) 2
0211200 kakaabf ++= . 

Будем различать два случая: 
1) 0)(2 ≡bf ; 

2) 0)(2 ≡/bf . 

В случае  1) кроме прямой 1l : 01 =−− bkxy  система (3) имеет не более одной пря-
мой изоклины бесконечности с угловым коэффициентом  k .  

В самом деле, допуская противное, видим, что  0)(1 ≡bf   и, кроме того, выполня-
ются условия: 

0110220011000 ====== kaaaaaa . 

Очевидно, что  0=k , так как в противном случае (при  0=/k ) многочлен  ( )yxP ,2   
вырождается. 

Итак, ( ) xyayxP 112 , = , а система (3) имеет вид: 

( )xybya
dt

dx
111 −= , ( ) ( )yxQby

dt

dy
,22−= .                                    (5) 

Из равенства  ( ) 02 ≡bf   следует неравенство  ( ) 02 ≡/bg ,  так как в противном случае 



 

правые части системы (5) имеют общий множитель  x . 
Кроме прямой  2l : 02 =− by  система (5) имеет не более двух прямых изоклин ну-

ля, параллельных прямой  2l , которые соответствуют корням уравнения  ( ) 02 =bg . 

Таким образом, при  ( ) 02 ≡bf   система (3) действительно имеет не более пяти па-

раллельных между собой прямых изоклин.  
Более того, в случае пяти изоклин три из них являются изоклинами нуля, а две – 

изоклинами бесконечности. 
Пусть далее имеет место случай  2).  
Рассмотрим систему уравнений 
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полученную из (4). 
Так как  ( ) 02 ≡/bf ,  то, исключив m  из системы (6), получим: 

( ) ( ) ( ) ( )bgbfbfbg 2121 = ,                                                     (7) 

( ) ( ) ( ) ( )bgbfbfbg 2020 = .                                                     (8) 

Так как (7) является уравнением третьей степени относительно  b , то система (3) 
имеет не более трех параллельных прямых изоклин, отличных от изоклин 

01 =−− bkxy   и  02 =−− bkxy . 

Теорема доказана. 
Замечание 2. Если система (3) имеет пять параллельных между собой прямых изо-

клин при условии наличия хотя бы одного состояния равновесия, то ( ) ( ) 000 == bfbg    

(см. (8)). 

Следуя [1], символом  jm
il   будем обозначать прямую  il , на которой система (1) 

индуцирует направление  jm .  

Отнесем все прямые изоклины с одинаковыми верхними индексами к одному и то-
му же множеству, а прямые с различными нижними индексами будем считать различ-
ными, то есть несовпадающими.  

Тогда множество всех прямых изоклин можно разбить на непустые непересекаю-
щиеся подмножества, в каждом из которых не более трех прямых. 

Обозначим через  M  – множество, состоящее из пяти параллельных между собой 
прямых изоклин системы (1).  

Тогда логически возможными способами разбиения  M   на непустые непересе-
кающиеся подмножества будут следующие: 

1) { } { }22111
54321 ,,, mmmmmM llUlll= , 21 mm ≠ ; 

2) { } { } { }32111
54321 ,, mmmmmM lUlUlll= , 21 mm ≠ , 31 mm ≠ , 32 mm ≠ ; 

3) { } { } { }32211
54321 ,, mmmmmM lUllUll= , 21 mm ≠ , 31 mm ≠ , 32 mm ≠ ; 

4) { } { } { } { }43211
54321 , mmmmmM lUlUlUll= , 21 mm ≠ , 31 mm ≠ , 41 mm ≠ , 32 mm ≠ , 42 mm ≠ , 

43 mm ≠ ; 

5) { }i
m

ii
M lU

5

1=
= , все im  - попарно различны. 



  

Теорема 2. Множество  M , состоящее из пяти параллельных между собой прямых 
изоклин системы (1), при наличии у этой системы не менее одного состояния равнове-
сия может быть разбито на непустые непересекающиеся подмножества только одним 
из способов  1) – 5). 

Доказательство. Никаких других способов разбиения множества  M   на непустые 
непересекающиеся подмножества, кроме способов  1) – 5), не существует.  

Покажем, что все эти способы реализуются.  
В случае  ( ) 02 ≡bf   при доказательстве предыдущей теоремы нами показано, что 

множество M  может быть разбито способом  1).  
Если  ( ) 01 ≡/bf ,  то независимо от равенства и неравенства тождественно нулю 

трехчлена  ( )bf 2   система (3) может иметь прямую изоклину бесконечности, если 

( ) 01 =bf ,   ( ) 00 =bf . 

Эта изоклина, очевидно, соответствует корню уравнения  ( ) 01 =bf . 
При этом 

( ) 0,2 ≡/+ bkxxQ , 
так как в противном случае правые части уравнений системы (3) имеют общий 
множитель 

0=−− bkxy . 

Если кроме этого уравнение  ( ) 02 =bg   имеет два корня, 

( ) 01 ≡bg ,   ( ) 00 =bg , 

то система имеет три изоклины нуля с угловым коэффициентом, равным  k . 
Таким образом, налицо возможность реализации способа  1) разбиения множества M . 
Данный способ иллюстрируется системой дифференциальных уравнений (2). 
Далее покажем, что реализуется и способ  2) разбиения множества  M . Для этого 

рассмотрим систему дифференциальных уравнений 

( )( )( )
( ) ( ),,
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где  ( )yxQ ,2   имеет тот же вид, что и в системе (3). 

Система (9) уже имеет четыре параллельные прямые изоклины, являющиеся глав-
ными изоклинами.  

Покажем, что система (9) может иметь и пятую прямую изоклину 

0=−− bkxy , 

не являющуюся главной изоклиной. 
Прямая 

0=−− bkxy , 

где  ibb ≠ ,  4,1=i , является изоклиной системы (9) в том и только том случае, когда 

( ) ( )( ) LCByAxbkxyyxQ +++−−≡,
2

,                               (10) 

где  { }0\RL ∈ .  
Из (10) получаем, что 

( )bgbbbbbL 2
2

020100 ≡++= , kbbA 0211 += ,  02bB = , bbbC 0201 += , 



 

т.е. система (9) имеет вид: 

( )( )( )

( ) ( ) ( )( )[ ] .

,

2
02010002010211024

321

bbbbbbbbxkbbybbkxybkxy
dt
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bkxybkxybkxy
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+++++++−−−−=
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Заметим, что недопустимо одновременное выполнение условий 

kbb 0211 2−= ,  002 ≠b , 

так как система (11) не имеет особых точек иначе.  
Из (11) видно, что  0=−− bkxy  - изоклина системы, не являющаяся главной изо-

клиной. Тем самым доказана возможность разбиения множества  M   способом  2). 
Пример 2. 

( )( )( )

( ) ( )( )[ ] .20105

,321

+−−+−+=

−+−+−+=

xyxyxy
dt

dy

xyxyxy
dt

dx

 

Данная система имеет пять параллельных между собой прямых изоклин, и множе-
ство  M   разбито на подмножества способом  2).  

Покажем возможность разбиения множества  M   способом  3), для чего рассмот-
рим систему дифференциальных уравнений 

( )( )( )

( )( )( ),

,
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21

KNyRxbkxybkxy
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где  ib ,  4,1=i  - попарно различные числа. 

Система (12) может иметь прямую изоклину 

0=−− bkxy , ibb ≠ ,  4,1=i , 

которая не является главной изоклиной.  
В самом деле, прямая  0=−− bkxy  - изоклина системы (12) в том и только в том 

случае, если 

constm
CByAx

KNyRx

bkxy

−≡
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++
++

+=
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Из последнего равенства получаем тождество: 

( ) ( )CByAxmbkxyKNyRx +++−−≡++ α , 

т.е. система (12) имеет вид: 

( )( )( )

( )( ) ( ) ( )[ ] ,

,

43

21

CByAxmbkxybkxybkxy
dt

dy

CByAxbkxybkxy
dt

dx

+++−−−−−−=

++−−−−=

α
               (13) 

где  α ,  { }0\Rm ∈ .  
Очевидно,  0=−− bkxy  – изоклина системы (13), не являющаяся главной изокли-

ной, т.е. способ  3) разбиения множества  M   возможен.  
Для доказательства возможности разбиения  M   способом  4) рассмотрим систему 



 

дифференциальных уравнений 
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Пусть на прямых   

4l :  04 =−− bkxy ,  5l :  05 =−− bkxy  

система (14) индуцирует направления   4m  и  5m   соответственно, причем  

054 ≠⋅ mm ,   54 mm ≠ . 

Тогда имеют место равенства: 

( ) ( ) ( ) ( )yxRbkxyCByAxmyxQ ,, 1442 −−≡++− ,                       (15) 

( ) ( ) ( ) ( )yxSbkxyCByAxmyxQ ,, 1552 −−≡++− ,                        (16) 

где  1R   и  1S  - линейные функции. 

Решив систему (15), (16) относительно  ( )yxQ ,2   и  CByAx ++ , получаем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ],,,
1

, 145154
54

2 yxRbkxymyxSbkxym
mm

yxQ −−−−−
−

≡             (17) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]yxRbkxyyxSbkxy
mm

CByAx ,,
1

1415
54

−−−−−
−

≡++ .          (18) 

Нетрудно убедиться в том, что 

( ) ,,1 γβα ++= yxyxS   ( ) ,,1 ωβα ++= yxyxR   ωγ ≠ . 

Вводя замену  
54 mm

dt
d

−
=τ ,  с учетом (17) и (18) системе (14) придадим вид: 

( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]

( ) ( )( ) ( )( )[ ] .

,

45543

4521

ωβαγβα
τ

ωβαγβα
τ

++−−−++−−−−=

++−−−++−−−−−−=

yxbkxymyxbkxymbkxy
d

dy

yxbkxyyxbkxybkxybkxy
d

dx

 (19) 

Очевидно, что прямые  4l   и  5l  – изоклины системы (19), но не главные.  

Итак, нами показано, что способ  4) разбиения множества М возможен. 
Далее рассмотрим систему дифференциальных уравнений (3). 
Прямые 

,0: 33 =−− bkxyl   0: 44 =−− bkxyl  

изоклины системы (3) тогда и только тогда, когда имеют место равенства: 

( ) ( ) ( ) ( ),,,, 13232 yxRbkxyyxPmyxQ −−≡−                        (20) 

( ) ( ) ( ) ( ),,,, 14242 yxSbkxyyxPmyxQ −−≡−                        (21) 

где  1R   и  1S  - линейные функции,  .43 mm ≠  



 

С учетом (20),  (21) и замены  
43 mm

dt
d

−
=τ   запишем систему (3) в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ).,,,

,,,,

221341432

2113141

yxQbkxyyxRbkxymyxSbkxymbkxy
d

dy

yxPbkxyyxRbkxyyxSbkxybkxy
d

dx

−−≡−−−−−−−=

−−≡−−−−−−−=

τ

τ (22) 

Система (22) имеет прямую изоклину 

0: 55 =−− bkxyl  

тогда и только тогда, когда 

( ) ( ) ( ) ( ),,,, 15252 yxTbkxyyxPmyxQ −−≡−  

где  1T  – линейная функция.  

Из последнего равенства получаем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxTbkxy
mm

yxRbkxy
mm

mm
yxSbkxy ,

1
,, 15

53
13

53

54
14 −−

−
+−−

−
−≡−− .    (23) 

После замены  
53 mm

d
d

−
= τµ   с учетом (23) система (22) запишется в виде: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )[ ] .,,

,,,

153133452

1513341

yxTbkxymyxRbkxymmmbkxy
d

dy

yxTbkxyyxRbkxymmbkxy
d

dx

−−+−−−−−=

−−+−−−−−=

µ

µ
     (24) 

Нетрудно видеть, что прямые  543 ,, lll   являются изоклинами системы (24), вместе с тем 

это не изоклины нуля и не изоклины бесконечности. Кроме того,  543 ,, mmm   могут быть 

попарно различными, т.е. возможен способ  5) разбиения множества  М. Теорема доказана. 
Пример 3.  

( )( )

( )( ) .32726122

,237121

22

22

yxyxyxxy
dt

dy

yxyxyxxy
dt

dx

+−+−+−−=

++−−+−−=
                      (25) 

 

Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что кроме прямолинейных глав-
ных изоклин система (25) имеет еще три изоклины:   

,03:3 =−− xyl   ,04:4 =−− xyl   ,05:5 =−− xyl  

на которых индуцированы направления  ,
3

5
3 =m    ,14=m    

4

3
5 =m   соответственно. 

Итак, система (25) иллюстрирует способ  5) разбиения множества  М  пяти парал-
лельных между собой прямых изоклин. 

Теорема 3. Если система (1) имеет пять параллельных между собой прямых изо-
клин, на которых индуцированы попарно различные направления, то при наличии со-
стояний равновесия эта система не имеет других прямых изоклин. 

Доказательство. По теореме 1 число параллельных между собой прямых изоклин 
системы (1) не превышает пяти.  



  

Допустим существование хотя бы одной прямой изоклины  l   системы (1). Эта 
прямая может принадлежать вместе только с одной из пяти параллельных между собой 
прямых изоклин одному и тому же подмножеству множества  М  всех прямых изоклин 
системы (1).  

Следовательно,  l   пересекает не менее четырех прямых изоклин, принадлежащих 
четырем различным подмножествам множества М.  

Согласно [1] система (1) имеет не менее четырех состояний равновесия на прямой  
l , что невозможно для кубичной системы. Теорема доказана. 

Непосредственно из теоремы 3 следует: 

Утверждение 1. Пусть кривые  ( ) 0,3 =yxP   и  ( ) 0,3 =yxQ   имеют общие точки и  

( ) 1, 33 =QP . Если в пучке кривых третьего порядка  ( ) ( ) 0,, 33 =− yxmPyxQ   имеются 

пять кривых, распадающихся на прямую и неприводимую кривую второго порядка, чьи 
прямолинейные компоненты параллельны между собой, то в этом пучке нет других 
распадающихся кривых. 

Утверждение 2. Если в условиях теоремы 2 множество  М  параллельных между 
собой прямых изоклин разбито способом  1), то система (1) имеет ровно шесть прямых 
изоклин и три состояния равновесия. 

Доказательство. Если система (1) имеет пять параллельных между собой прямых 
изоклин так, что на трех из них индуцировано направление  ,1m  а на двух других – на-

правление  2m  ( )21 mm ≠ , то согласно [1]этой системе можно придать вид: 

( )( )( )

( )( )( ) .

,

54

321

CByAxbkxybkxy
dt

dy

bkxybkxybkxy
dt

dx

++−−−−=

−−−−−−=
                             (26) 

Так как система имеет хотя бы одну точку равновесия, то непременно изоклина нуля 

0=++ CByAx  

пересекает все три изоклины бесконечности системы (26).  
Предположим, что система (26) имеет, кроме главных изоклин прямую изоклину  

l . По теореме 1  l   пересекает, по крайней мере, пять прямых изоклин, и система имеет 
не менее пяти точек покоя, что невозможно. Утверждение доказано. 

Утверждение 3. Если в условиях теоремы 2 множество  М  пяти параллельных 
прямых изоклин разбито способом  2), то система (1) не имеет, кроме данных пяти 
прямых, ни одной прямой изоклины. 

Доказательство. Пусть  l  - прямая изоклина системы (1), отличная от пяти данных 
прямых изоклин. Тогда по теореме 1  l   пересекает все пять параллельных между собой 

прямых изоклин. При этом, быть может, прямая  l   с одной из прямых  2
4
ml   и  3

5
ml   при-

надлежит одному из подмножеств множества всех прямых изоклин системы (1).  
Следовательно, на  l   система (1) имеет хотя бы четыре состояния равновесия, что 

неприемлемо для кубичной системы дифференциальных уравнений. Утверждение до-
казано. 

Утверждение 4. Если в условиях теоремы 2 множество  М  пяти параллельных ме-
жду собой прямых изоклин системы (1) разбито способом  3), то система (1) имеет ров-
но шесть прямых изоклин. 



 

Доказательство. Согласно [1] систему (1) посредством подходящего линейного 
неособенного преобразования можно привести к виду (13). Прямая  0:0 =++ CByAxl   

не совпадает ни с одной из параллельных изоклин бесконечности, так как система (13) 
не имела бы иначе особых точек. Следовательно,  0l   пересекает остальные пять парал-

лельных между собой прямых изоклин и имеет три состояния равновесия, расположен-
ных по одному на прямых изоклинах: 

,03 =−− bkxy   ,04 =−− bkxy   .0=−− bkxy  

Предположим, что система (13) имеет еще одну прямую изоклину  1L , отличную от 

уже отмеченных шести прямых изоклин.  
По теореме 1  1L   пересекает все пять параллельных между собой прямых изоклин. 

При этом на  1L   может быть индуцировано разве что направление, совпадающее с на-

правлением, индуцированным на прямой  3
5
ml .  

Значит система (13) имеет на прямой  1L   не менее четырех точек покоя. Получен-

ное противоречие и доказывает утверждение. 
Утверждение 5. Если в условиях теоремы 2 множество  М  всех параллельных ме-

жду собой пяти прямых изоклин системы (1) разбито способом  4), то система имеет 
шесть прямых изоклин. 

Доказательство. Система (1) может быть приведена к системе (19), причем прямая  

( )( ) ( )( ) 045 =++−−−++−− ωβαγβα yxbkxyyxbkxy  

по теореме 1 пересекает все пять прямых изоклин, в том числе прямые, принадлежащие 
трем одноэлементным подмножествам множества  М.  

Любая другая прямая изоклина, если бы существовала у системы (19), могла при-
надлежать разве что одному из подмножеств множества всех прямых изоклин наряду с 

одной из прямых  ,2
3
ml  ,3

4
ml  4

5
ml . На такой прямой изоклине система имела бы не менее 

четырех состояний равновесия, что недопустимо для кубичной системы. Утверждение 
доказано. 

Для сравнения заметим, что квадратичная дифференциальная система при наличии 
у нее хотя бы одного состояния равновесия не может иметь более трех параллельных 
между собой прямых изоклин. Докажем это.  

Предположим, что квадратичная дифференциальная система имеет более трех па-
раллельных между собой прямых изоклин и хотя бы одну точку покоя.  

Тогда, выбрав какие-нибудь четыре прямые изоклины из данных параллельных 
прямых изоклин, обозначим через  М  множество этих четырех прямых. 

М  может быть разбито на непустые непересекающиеся подмножества следующими 
способами: 

а) { } { }.,, 2211
4321
mmmm llllM ∪=  

b) { } { } { }., 3211
4321
mmmm llllM ∪∪=  

с) { },
4

1

im
i

i
lM

=
= U  где все im  - попарно различны. 

В случае  а) система дифференциальных уравнений с квадратичными правыми час-
тями может быть приведена к виду [1]: 



 

( )( ),21 bkxybkxy
dt

dx −−−−= α   ( )( ),43 bkxybkxy
dt

dy −−−−= β  

где  { } ,0\, R∈βα   все  4,1, =ibi  - попарно различны. 

Но последняя система не имеет особых точек, приходим к противоречию.  
В случае  b) квадратичная дифференциальная система может быть приведена к виду: 

( )( ),21 bkxybkxy
dt

dx −−−−=    ( )( ).3 CByAxbkxy
dt

dy ++−−=  

Если последняя система имеет особые точки, то они лежат на изоклине нуля   

,0=++ CByAx  

которая пересекает три прямые изоклины, заведомо не являющиеся изоклинами нуля.  
Согласно [1] это означает, что на прямой 

0=++ CByAx  

квадратичная система имеет не менее трех состояний равновесия. Это невозможно, ибо 
квадратичная система может иметь на прямой не более двух состояний равновесия.  

Если имеет место случай  с), то квадратичная система может быть записана в виде: 

( )( ),1 CByAxbkxy
dt

dx ++−−=    ( )( ).2 KNyRxbkxy
dt

dy ++−−=  

Если прямая  0: =++ CByAxl   пересекает прямую  ,0: 22 =−− bkxyl  то она пе-

ресекает остальные две параллельные прямые изоклины, не являющиеся изоклинами 
бесконечности. Это недопустимо, так как квадратичная система не имеет на прямой три 
состояния равновесия.  

Таким образом,  l   параллельна всем четырем параллельным прямым изоклинам.  

Отсюда делаем вывод, что  l   также не пересекает прямую  .0: =++ KNyRxL  

В самом деле, если бы  l   и  L   пересекались, то  L   непременно пересекала бы все 
параллельные прямые изоклины, т.е. приходим к тому, что система снова не имеет осо-
бых точек.  

Полученное противоречие доказывает невозможность разбиения М способом с), т.е. 
квадратичная система имеет не более трех параллельных между собой прямых изоклин. 
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