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Аннотация 

Системы образующих  ( ) ( )( )* / 2K SU N SU Q⊗   и их характеры Черна построены в явном ви-

де для однородных пространств  ( ) ( )/ 2SU N SU ,  в которых группа  ( )2SU   дана тензорным произ-
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1. Образующие в кольце  ( ) ( )( ) QSUNSUK ⊗2/*  

 
В [1] и [2] предложен алгоритм, позволяющий строить элементы группы  

( ) ( )( ) QSUNSUK ⊗2/1 ,  в случае, когда компактная группа  ( )2SU   вложена в  ( )NSU   

тензорным произведением своих неприводимых представлений, то есть вполне приво-
димым представлением. Там же доказано, что из этих элементов можно выбрать систе-

му образующих всего кольца  ( ) ( )( ) QSUNSUK ⊗2/* .  Доказано также, что характеры 

Черна этих представлений нетривиальны. Эти результаты носят характер «теоремы су-
ществования», причем, предполагают определенные ограничения. 

Здесь строятся системы образующих и их характеры Черна в явном виде уже без 
ограничений, что позволяет надеяться снять ограничения и в общем случае. 
                                                 

* Публикуется при финансовой поддержке РФФИ и администрации Краснодарского края. Проект 
№ 09-01-96512 р_юг_а. 



 

Основные результаты [1] и [2] опишем в следующей форме. 
Пусть стационарная группа  ( )2SU   дана представлением  lp ϕϕϕ ⊗= ,  где  pϕ   и  

lϕ   – неприводимые представления группы  ( )2SU   размерностей  1+p   и  1+q   соот-

ветственно. Обозначим  lpk +=0 . 

Теорема 2. Элементы  )(,),(),( 310 −Nθγθγθγ �   при нечетном  0k   и  

)(,),(),( 310 −′′′ Nθγθγθγ �   при четном  0k   являются образующими в кольце  

( ) ( )( ) QSUNSUK ⊗2/* ,  где группа  ( )2SU   дана в представлении  lp ϕϕϕ ⊗= . 

В теореме 1  310 ,,, −Nθθθ �   и  310 ,,, −′′′ Nθθθ �   - виртуальные представления 

группы  ( )NSU ,  обращающиеся в нуль при ограничении на  ( )2SU   (см. [1]): 

( )iririr tPtPstii +++ −−==
221121 )(,)(Re),( ψψψψθθ ,  3,,2,1,0 −= Ni � , 

r   – достаточно велико,  1ϕ=t   –  2-мерное простейшее неприводимое представление 

группы  ( )2SU ,  рассматриваемое как образующий элемент в кольце  )2(RSU   пред-

ставлений группы  ( )2SU . 

Если  lpk +=0   четное, то соответственно 

( )iririr uPuPsuii +++ −−=′=′
221121 )(,)(Re),( ψψψψθθ ,  3,,2,1,0 −= Ni � , 

r   – достаточно велико,  2tttu −⊗= .  

И при 0k  нечетном: 
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3,...,2,1,0 −= Ni ; 1275 ,,, −Nxxx �   – примит  ивные образующие кольца когомологий  

( ) ( )( ) QSUNSUH ⊗2/* .  Здесь  ))(()( ttP ii ϕψ=   –  полином от переменной  t   в кольце 

представлений  )2(RSU ,  соответственно  ))(()( uuP ii ϕψ= ;  )~(
~

tP   – получен из  )(tPi  –  

N   подстановкой  2~ += tt ,  2~ −= tt ,  N   –  N -мерное,  2 –  2-мерное тривиальные 

представления группы  ( )2SU : NtPtP i −= )~()~(
~

.  Соответственно  NuPuP i −= )~()~(
~

. 



  

2. Построение систем образующих и их характеров Черна 
 

10. Рассмотрим случай, когда группа  ( )2SU   дана в представлении  11 ϕϕϕ ⊗= ,  

2dim 1 =ϕ , ϕ  –  неприводимое представление  ( )2SU ,  определяющее вложение:  

( ) )4(2 SUSU ⊂ .  Группа  ( )4SU   задана в простейшем представлении  1Λ   наименьшей 

размерности:  4dim 1 =Λ   ( 1Λ   – первая внешняя степень группы  ( )4SU ). 

Из формулы Клебша-Гордона: 

0211 ϕϕϕϕϕ +=⊗= ,  3dim 2 =ϕ ,  1dim 0 =ϕ , 

0ϕ   –  одномерное тривиальное,  2ϕ   –  неприводимое представление группы  ( )2SU . 

В терминах теоремы 1  4=N ,  2110 =+=k   – четное и требуется найти 

( )221121 )(,)(Re),( ψψψψθθ −−=′=′ uPuPsuii ,                                (5) 

( )441141 )(,)(Re),( ψψψψθθ −−=′=′ uPuPsuii ,                                 (6) 

и, соответственно, 
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2tttu =⊗= . 

Заметим, что в нашем случае  r   не требуется предполагать достаточно большим, 
возьмем  1=r . 

Вычислим полиномы  )(),(),( 421 uPuPuP   от переменной  u   в кольце представле-

ний  )2(RSU .  По определению  ))(()( 11 uuP ϕψ= ,  ))(()( 22 uuP ϕψ= ,  ))(()( 44 uuP ϕψ= .  

Очевидно,  uu =)(ϕ .  Выразить операции Адамса  iψ   через внешние степени можно с 

помощью формул Ньютона: 

0)1(2211 =Λ−+−Λ+Λ− −− k
k

kkk …ψψψ , 

0)1(2211 =Λ−+−Λ+Λ− −−− nkn
n

kkk ψψψψ …   при  nk > . 

Следовательно,  11 Λ=ψ ,  2
2
12 2Λ−Λ=ψ ,  4424 31

2
22

2
1

4
14 −ΛΛ−Λ+ΛΛ−Λ=ψ ,  

14 =Λ ,  321 ,, ΛΛΛ   – внешние степени группы  ( )4SU . 

Ограничения  )(),(),( 321 uuu ΛΛΛ   на подгруппу  ( )2SU ,  данную в представлении  

11 ϕϕ ⊗=u ,  найдем, используя методы теории представлений: 

uu =Λ )(1 ,  22)(2 −=Λ uu ,  uu =Λ )(4 . 

Найдем теперь  ))((1 uϕψ ,  ))((2 uϕψ ,  ))((4 uϕψ : 

uuu =Λ= )())(( 11 ϕψ , 
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Итак, 

uuP =)(1 ,  44)( 2
2 +−= uuuP , .416208)( 234

4 +−+−= uuuuuP           (10) 

Тогда 

( ) =−−=′=′ 22112100 )(,)(Re),( ψψψψθθ uPuPsu  
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44 21
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Найдем характеры Черна  )( 0θγ ′   и  )( 1θγ ′ .  В соответствии с (7), (8) вычислим ко-

эффициенты Дынкина отображений  )( 0θ ′f   и  )( 1θ ′f   (считаем  1=r ). 
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здесь  lpk +=0 ,  21 −+= lpk ,  42 −+= lpk ,…,  llpkl 2−+= ; 
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Для отображения  )1()( 1 =′ rf θ : 
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Находим )~(
~

uP : 

uuuuuP ~16~20~8~)~(
~ 234 +++= ,  

тогда  
( )( ) 1613 =′θfС . 
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( )( ) 24014 =′θfС . 

Таким образом,  

751 408)( xxch −=′θγ .                                                (14) 

Как следует из вычислений  )( 0θγ ′ch   и  )( 1θγ ′ch   невырождены и элементы  )( 0θγ ′   

и  )( 1θγ ′   – система образующих. 

 
20. Пусть группа  )2(SU   дана в представлении  12 ϕϕϕ ⊗=   (в терминах диа-

грамм Дынкина  
12

��⊗ ),  6dim =ϕ ,  3,1,2,6 0 =+==== lpklpN .  По формуле 

Клебша-Гордона получим разложение тензорного произведения  12 ϕϕ ⊗   в прямую 

сумму неприводимых компонент: 

1312 ϕϕϕϕϕ +=⊗= ,  0 13, 1k k= = .                                      (15) 

При описанных условиях образующими элементами в кольце  

( ) ( )( ) QSUNSUK ⊗2/*   будут (см. т. 1 при  0k  – нечетном): 

)( 0θγ ,  )( 1θγ ,  )( 2θγ ,  )( 3θγ .                                             (16) 

При этом 
))(,)((Re),(

221121 iririr tPtPstii +++ −−== ψψψψθθ ,                         (17) 

3,2,1,0=i .  Как и в 10 будем проводить вычисления при  1=r . 

Прежде всего, требуется представить  ϕ   в виде полинома от переменной  1ϕ=t   

в кольце представлений  )2(RSU :  из (15) получаем 

ttt −= 3)(ϕ .                                                        (18) 

В кольце представлений  )2(RSU   группы Ли  )6(SU   образующими элементами 

служат ее внешние степени  – 543210 ,,,,, ΛΛΛΛΛΛ . 

Построим теперь полиномы  )(),(),(),(),( 168421 tPtPtPtPtP .  Напомним, что опера-

ции Адамса  iψ   обладают свойствами: 



  

)()()( 2121 uuuu sss ψψψ +=+ ,   )()()( 2121 uuuu sss ψψψ =⊗ ,   )(()( uu tsts ψψψ = . 

По определению  )(tPi : 

tttttP −==Λ== 3
111 )()())(()( ϕϕϕψ ,  ))(())(()( 2122 tttP ψψϕψ == . 

В кольце  )2(RSU   элемент  t  – первая внешняя степень  1λ   группы  )2(SU :  

11 )( λψ =t ,  2)( 2
2 −=ttψ ,  12 =λ .  Таким образом,  tt =)(1ψ ,  1

2
12 2)( λλψ −=t ,  тогда  
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Аналогично, 
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Характеры Черна элементов  )( 0θγ ,  )( 1θγ ,  )( 2θγ ,  )( 3θγ   найдем по фор-

мулам (1), (2): 
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При вычислении коэффициентов Дынкина положим  1=r : 
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11975 ,,, xxxx  – примитивные образующие кольца когомологий  ( ) ( )( ) QSUNSUK ⊗2/* . 

Осталось проверить нетривиальность результантов.  

(19) 
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Аналогично, прямым подсчетом, проверяется нетривиальность результантов 
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Следовательно, при  1=r   характеры Черна  )( 0θγch ,  )( 1θγch , )( 2θγch , )( 3θγch   

невырождены, и в условиях теоремы 1 элементы  )( 0θγ ,  )( 1θγ , )( 2θγ , )( 3θγ   являются 

системой образующих в кольце  ( ) ( )( )2/6* SUSUK ,  где группа  )2(SU   дана в пред-

ставлении  12 ϕϕϕ ⊗= ,  а  )6(SU  – своим простейшим нетривиальным представлением. 

Приводимые здесь примеры, а также другие вычисления с высокой степенью ве-
роятности позволяют предполагать, что предъявленное к  r   требование быть доста-
точно большим (оно возникло в процессе доказательства (см. [1]) избыточно. 
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