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1. Введение 

 
В настоящей статье изучаются асимптотические свойства решений линейных 

дифференциальных систем. 
Рассмотрим линейную однородную дифференциальную систему 

 ,)( xtA
dt

dx =    nRx ∈ , (1) 

где  )(tA   – матрица-функция, определенная и непрерывная на промежутке  [ )+∞,0t . 

Для системы (1) задача Коши имеет единственное решение, определенное на всей 
бесконечной полупрямой [1, с. 70]. 

Напомним некоторые известные факты из теории устойчивости, которые понадо-
бятся нам в дальнейшем. 



 

Определение 1 [1]. Говорят, что дифференциальные системы 

),( xtf
dt

dx =    и   ),( ytg
dt

dy =  

асимптотически эквивалентны, если между их решениями  )(tx   и  )(ty   можно устано-

вить взаимно однозначное соответствие такое, что 

0)]()([lim =−
∞→

tytx
t

. 

Определение 2 [2]. Характеристическим показателем Ляпунова (короче, характе-
ристическим показателем) непрерывной вектор-функции  )(tx   называется число (или 

символ  ∞−   или  ∞+ ),  определяемое формулой 

)(ln
1

lim][
___

tx
t

x
t ∞→

=χ  

(здесь знак     ⋅   означает евклидову норму). 

Имеет место следующая 

Теорема [1] (Левинсон). Пусть решения системы 

 Ax
dt

dx = , (2) 

где  А  – постоянная  ( nn × )  - матрица, ограничены на  [ )∞  ,ot . 

Тогда система 

 [ ]ytBA
dt

dy
)(+= , (3) 

где 

[ )∞∈ ,)( 0tCtB    и   ,)(
0

∞<∫
∞

dttB
t

 

асимптотически эквивалентна системе (2). 
Доказательство теоремы Левинсона можно найти, например, в [1]. 
Хорошо известна следующая 

Лемма 1 [1] (Гронуолла-Беллмана). Пусть непрерывная на промежутке  [ )+∞,0t   

функция  0)( ≥tu   удовлетворяет при  0tt ≥   интегральному неравенству 

τττ dufctu
t

t
∫+≤
0

)()()( , 

где  с  – положительная константа, а  0)( ≥tf   непрерывная на  [ )+∞,0t   функция. 

Тогда при  0tt ≥   имеет место оценка 

ττ dfctu
t

t
∫≤
0

)(exp)( . 

Справедлива следующая 



  

Лемма 2. Для любого решения системы (1) справедлива следующая двусто-
ронняя оценка 
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   при   0tt ≥ . (4) 

Для доказательства неравенства (4) рассмотрим функцию  )(:)( txtr = , где 

)(tx  – нетривиальное решение системы (1). Дифференцируя обе части равенства  

))(),(()( 2 txtxtr =   и используя неравенство Коши для оценки скалярного произве-

дения, получаем 

dt

tdx

dt

tdr )()( ≤ , 

или в силу (1) 

)()(
)(

trtA
dt

tdr ⋅≤ . 

Поскольку  )(tx   – нетривиальное решение системы (1), то по теореме сущест-

вования и единственности  0)( >tr   для всех  [ )+∞∈ ,0tt .  Поэтому из последнего не-

равенства имеем 

dttA
tr

tdr
dttA )(

)(

)(
)( ≤≤− ,   [ )+∞∈ ,0tt . 

Интегрируя обе части последнего дифференциального неравенства от  0t   до  t ,  

получаем оценку (4). Лемма 2 доказана. 
Ниже нами даны полные доказательства утверждений, принадлежащих Беллману, 

Бебернесу, Демидовичу, Коддингтону и Левинсону. 
 

2. Асимптотическое поведение решений однородной системы 
 

Сначала рассмотрим однородные системы. 

Теорема 1 (Демидович). Пусть задана линейная система (1). Тогда для любого ее 
решения  )(tx   справедливо соотношение: 
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0

0
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dAtxdx
o

ττττ&    при  0tt ≥ . (5) 

Далее, если 

 ∫
∞

∞<
0

)(
t

dA ττ , (6) 

то для любого решения  )(tx   системы (1) существует  )(lim tx
t ∞→

. 

Доказательство. Из системы (1), с учетом свойств нормы, имеем 

 )()()( txtAtx ⋅≤& . (7) 



  

Отсюда с учетом леммы 3 получаем при  0tt ≥  
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Интегрируя обе части неравенства (8) от  0t   до  t ,  будем иметь при  0tt ≥  
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Таким образом, установлена справедливость неравенства (5). 
Докажем теперь существование предела любого решения  )(tx   системы (1). 

Очевидно, что любое решение системы (1) удовлетворяет интегральному 
уравнению 

 ∫+=
t

t

dxAtxtx
0

)()()()( 0 τττ . (10) 

Выберем  1t   и  2t   так, чтобы  012 ttt ≥≥ .  С учетом установленной выше оценки 

(5), будем иметь 
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В силу леммы 2, с учетом условия (6), каждое решение системы (1) ограничено на  
[ )∞  ,ot .  Следовательно, из последнего неравенства, с учетом (6), получаем 

 0)()( 12 →− txtx    при   ∞→1t . (11) 

Из соотношения (11) в силу критерия Коши следует существование предела каж-
дого решения  )(tx   системы (1). Теорема доказана. 

Теорема 2 (Бебернес). Пусть  )(tX  ( EX =)0( )  – нормированная фундаменталь-

ная матрица системы (1), где  [ )∞∈   ,0)( CtA .  Пусть, далее,  [ )∞∈   ,0)( CtB - )( nn ×   – 

матрица такая, что 

 ∫
∞

− ∞<
0

1 )()()( dttXtBtX . (12) 

Тогда решения системы 

 [ ]ytBtA
dt

dy
)()( +=  (13) 

представимы в виде 

 )()()( tctXty = , (14) 



  

где существует 

 ctc
t

=
∞→

)(lim . (15) 

Доказательство. Покажем, что решения системы (13) представимы в виде (14). В 
самом деле, рассматривая в (13) слагаемое  ytB )(   как свободный член и применяя ме-

тод вариаций произвольных постоянных Лагранжа, получим, что каждое решение  )(ty   

этой системы удовлетворяет следующему интегральному уравнению 

ττττ dyBXtXytXty
t

∫
−+=

0

1 )()()()()0()()( , 

или 

)()()()()()0()()(
0

1 tctXdyBXytXty
t

=







+= ∫

− ττττ  

(где  ττττ dyBXytc
t

∫
−+=

0

1 )()()()0()( ). 

Подставим значение  )(ty   в систему (13): 

 )()()()()()()()()()( tctXtBtctXtAtctXtctX +=+ && . (16) 

Так как  )(tX   фундаментальная матрица системы (1), то 

 )()()( tXtAtX =& . (17) 

С учетом (17) равенство (16) принимает вид: 

 )()()()()( tctXtBtctX =& . (18) 

Умножая обе части равенства (18) на  )(1 tX − ,  получим 

 )()()()(
)( 1 tctXtBtX

dt

tdc −= . (19) 

По условию матрица  )()()(1 tXtBtX −   абсолютно интегрируема, поэтому в силу 

леммы 1 полученная система асимптотически эквивалентна системе с нулевой матрицей 

 0=
dt

dz
. (20) 

Из определения асимптотической эквивалентности систем следует, что 

0])([lim =−
∞→

ctc
t

, 

где  c   – решение системы (20). Теорема доказана полностью. 

Теорема 3 (Беллман). Пусть наряду с системой (1) задана еще система 

 ytB
dt

dy
)(=  (21) 



  

с непрерывной матрицей на  [ )∞  ,0   и 

 ∫
∞

− ∞<⋅⋅−
0

1 )()()()( dttXtXtAtB , (22) 

где  )()()( tXtAtX =& ,   EX =)0( . 

Тогда решения системы (21) представимы в виде 

 ( ))()()( tXoctXty +=  (23) 

( c   – постоянный вектор). 
Доказательство. Решение системы (21) будем искать в виде  )()()( tctXty = .  

Подставляя в систему (21) значение  )(ty ,  будем иметь 

 )()()()()()()( tctXtBtctXtctX =+ && . (24) 

Заменяя в этом равенстве  )(tX&   на  )()( tXtA ,  получим 

 )()()()()()()()( tctXtBtctXtctXtA =+ & . (25) 

После несложных преобразований система (25) принимает вид 

 [ ] )()()()()(
)( 1 tctXtAtBtX

dt

tdc −= − . (26) 

Очевидно, что полученная система асимптотически эквивалентна системе с нуле-
вой матрицей в силу условия (22). Рассуждая аналогично, как и при доказательстве 
теоремы 2, получаем 

 ctc
t

=
∞→

)(lim . (27) 

Из равенства (27) имеем 

 )1()( octc += . (28) 

Подставляя найденное значение  )(tc   в выражение (14), получим утверждение 

теоремы. Теорема доказана. 
 

3. Асимптотическое поведение решений неоднородной системы 
 

Изучим теперь поведение решений неоднородных систем. 

Теорема 4 (Демидович). Пусть линейная однородная система 

 Ax
dt

dx =  (29) 

с постоянной матрицей  A   асимптотически устойчива, а неоднородная возмущен-
ная система 

 [ ] )()( tfytBA
dt

dy ++=  (30) 



  

такова, что 

 [ )∞∈   ,)( ),( 0tCtftB , (31) 

 0)( →tB    при   ∞→t , (32) 

 ∞<∫
∞

dttf
t0

)( . (33) 

Тогда все решения  )(ty   системы (30) имеют предел 

 0)(lim =
∞→

ty
t

. (34) 

Доказательство. Из асимптотической устойчивости системы (29) и условия (32) 
следует в силу теоремы [1, с. 114] асимптотическая устойчивость системы 

 [ ]ztBA
dt

dz
)(+= . (35) 

Пусть  ))(),...,(),(()( )()2()1( tztztztZ n=   – нормированная фундаментальная матрица 

этой системы и  k
k tz αχ =)]([ )(   ),...,1( nk = .  Как известно [2, c. 99], характеристический 

показатель осуществляет оценку роста решения (принимая за начальный момент не  
0=t ,  а какое-либо  0tt = ): 

 ))((
0

)()( 0)()( ttkk keDtztz −+≤ εα
ε    ),...,1( nk = . (36) 

Общее решение системы (35) имеет вид 

ctZtz )()( = , 

где  c   – произвольный постоянный вектор. По определению нормы матрицы 

y

ytZtZ
tZtZ

y
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Полагая  cytZ =− )( 1
1 ,  будем иметь 
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max

)()(
max)()(

11

1
1

0
1

1

tz

tz

ctZ

ctZ

y

ytZtZ
tZtZ

y
===

−

≠

− , 

где  max  берется по всем решениям  )(tz   системы (35). Отсюда, с учетом (36) при  

10 tt = ,  получим 

 ))((

1

))((
1

1
1

1 1

1

)(

)(
max

)(

)(
max)()( tt

tt

eD
tz

eDtz

tz

tz
tZtZ −+

−+
− =≤= εα

ε

εα
ε , (37) 

где  k
k

αα max= . 

В силу замечания [1, с. 148] общее решение системы (35) может быть запи-
сано в виде 



  

∑
=

=
n

i

t
ii

ietcz
1

)( αξ , 

где  ic   произвольные постоянные,  0)]([ =tiξχ ,  iα   – точки спектра,  t
i

iet αξ )(   – ли-

нейно независимые частные решения. При этом  iα   повторяется столько раз, сколько 

раз повторяется частное решение с характеристическим показателем  iα   в нормаль-

ной фундаментальной системе решений. Поэтому, допустив неотрицательность хотя 
бы одного из  iα ,  придем к противоречию с теоремой [1, c. 83]. Таким образом, все  

iα   отрицательны.  

В неравенстве (37) выберем  0>ε   столь малым, чтобы имело место неравенство 

 0<+ εα . (38) 

Известно, что каждое решение системы (30) удовлетворяет интегральному 
уравнению 

 111
1

0

0

)()()()()()( tdtftZtZtytZty
t

t
∫

−+= . (39) 

В силу теоремы [1, c. 83] 

 0)( →tZ    при   ∞→t . (40) 

Из равенства (39) с учетом неравенства (37) получим 

∫
−++⋅≤

t

t

tt dttfeDtytZty
0

1
11

))((
0 )()()()( εα

ε . 

Воспользовавшись первой теоремой о среднем на отрезке  ]  ,[ 0 tt ,  получим 

∫
−++⋅≤

t

t

t dttfeDtytZty
0

11
))((

0 )()()()( ηεα
ε , 

где  )  ,( 0 tt∈η . 

Переходя в последнем неравенстве к пределу при  ∞→t   и учитывая условия 
(33), (38), (40), получим (34). Теорема доказана. 

Теорема 5 (Демидович). Пусть выполняются условия теоремы 4, кроме (32) и 
(33). Пусть, далее 

 0)( →tf    при   ∞→t , (41) 

 ∞<∫
∞

dttB
t0

)( . (42) 

Тогда все решения  )(ty   системы (30) имеют предел (34). 

Доказательство. Из асимптотической устойчивости системы (29) в силу теоремы 
[1, c. 89] следует, что собственные значения  )(Ajλ   матрицы  A   обладают отрица-

тельными вещественными частями. Положим 



  

 0)(Remax <= Aj
j

λα  (43) 

и выберем число  0>ε   столь малым, чтобы имело место неравенство  

 0<+ εα . (44) 

В уравнении (30) сделаем замену переменных 

 zey At= . (45) 

Тогда 
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и, следовательно, 
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Переходя к интегральному уравнению, будем иметь 
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Отсюда, на основании формулы (45), для решения  )(ty   )( 0 ∞<≤ tt   получаем 

интегральное уравнение 
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Производя оценку по норме, при  0tt ≥   найдем 
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Как известно [1, c. 57], 
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где  )(εcc =   – некоторая положительная постоянная. Поэтому 

∫∫
−+−+−+ +⋅+≤

t

t

t
t

t

ttt dfcedyBceetycty
00

0 )()()()()( ))(())(())((
01 τττττ τεατεαεα  

или 

 ∫∫
+−

∞
+−+−+− ⋅++≤

t

tt

tt dyeBcdfceetyctye
00

0 )()()()()( )()()(
01

)( τττττ τεατεαεαεα . (46) 

Из условия (41) следует, что функции  )(tf   и  teα   эквивалентны при  ∞→t .  

Следовательно, 
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Положим 

 Mdfceetyc
t

t :)()(
0

0 )()(
01 =+ ∫

∞
+−+− τττεαεα . (47) 

Из неравенства (46) с учетом (47) получим 
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Отсюда, применяя  лемму Гронуолла-Беллмана, будем иметь 
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Следовательно, 
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На основании условия (42) найдется такое  K ,  что для всех  0tt ≥   имеет ме-

сто неравенство 
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Из оценки (49) с учетом последнего неравенства, получаем 

[ ]tMKty )(exp)( εα +≤ . 

Переходя к пределу в последнем неравенстве при  ∞→t ,  получим заключе-
ние теоремы. 

 
4. Асимптотическое поведение решений системы 

с почти постоянной матрицей 
 

Имеет место следующая 

Теорема 6 (Коддингтон, Левинсон). Пусть задана система (35), где постоянная 
матрица  A   имеет характеристические корни  )(Ajj λλ =   ),...,1( nj =   с простыми эле-

ментарными делителями и 

 ∫
∞
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)( dttB . (50) 

Тогда существует фундаментальная система решений  )()( tz j ),...,1( nj =   таких, что 



 

 j
tj

t
cetz j =−

∞→

λ)(lim )( , (51) 

где  jc   – соответствующие собственные векторы матрицы  A . 

Доказательство. Пусть  C  – постоянная матрица, приводящая матрицу  A   к  

диагональному, т.е.  LACC =−1 ,  где матрица  L   диагональна. Преобразование  
Czz →   переводит уравнение (35) в уравнение того же вида, но в котором матрица  A   

будет уже диагональной, а новая матрица  )(tB   также снова абсолютно интегрируема. 

Поэтому будем считать, что это преобразование уже выполнено. 
Пусть  kλ   – фиксированное характеристическое число, для которого 

 ...)Re()Re()Re(... 11 ≤≤≤ +− kkk λλλ , (52) 

а  [ ]0,...0,,0,...0 t
k

t
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kk ecoloncey λλ == ,  где  tkeλ   стоит на  k -том месте. 

Представим фундаментальную матрицу системы 
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dy =  (53) 

в виде 

 )()( 21 tYtYeAt += , (54) 

где 
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Рассмотрим уравнение 
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Непосредственной проверкой можно убедиться, что уравнение (35) является след-
ствием уравнения (56).  

Пусть  kyz =0   и 
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где  a   выбрано настолько большим, что 
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Покажем сначала по индукции, что при  at ≥   верно неравенство 
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Очевидно, что неравенство выполняется при  0=m .  Предположим, что неравен-
ство имеет место для некоторого  m ,  и выведем отсюда его справедливость для  1+m . 
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Из оценки (59) следует сходимость второго интеграла в формуле (57). Тем самым 
доказано, что функции  mz   определены и  непрерывны на  [ )∞+  ,a . 

Чтобы показать сходимость функциональной последовательности  mz ,  рассмот-

рим ряд  ∑
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0
1 )(

m
mm zz .  По индукции докажем, что 
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Пусть неравенство  m

t

mm

kne
zz

2

)Re(

1

λ

≤− −   верно. Тогда имеем 

.
2

)(
2

)(
)(

2

2
)()(

2
)(

)()()()(

1

)Re()Re()Re(

)Re(
))(Re(

)Re(
))(Re(

12111

+

∞∞

∞
−−

∞

−−+

≤−+≤

≤−+≤

≤−−+−−≤−

∫∫

∫∫

∫∫

m

t

a
m

t

a
m

t

m

s

t

st
m

st

a

st

t

mm

t

a

mmmm

kkk

k

n

k

k

ne
dssB

nekn
dssB

kne

ds
ne

sBeknds
ne

sBek

dszzsBstYdszzsBstYzz

λλλ

λ
λ

λ
λ  

Таким образом, неравенство (60) верно для любого натурального  m .  Следова-
тельно, для достаточно большого  a   ряд, а значит, и функциональная последователь-



  

ность (57), сходится равномерно на любом интервале значений  t   и предельная функ-
ция  )(tz   непрерывна. В силу неравенства (59) имеет место 

 tknetz )Re(2)( λ≤ . (61) 

Переходя к пределу при  ∞→m   в равенстве (57) (что возможно на основании 
оценки (59)), получаем уравнение (56). Это означает, что предельная функция является 
решением уравнения (56), а значит, и решением уравнения (35). 

Пусть  )()2()1(  ,...,  , nzzz   – решения, соответствующие различным характеристиче-

ским числам  nλλλ ,..., , 21 ,  т.е. 
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Составим линейную комбинацию этих решений и приравняем ее к нулю, т.е. 
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При  at =   последнее равенство принимает вид 
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Все матрицы  kY2   имеют первую строку нулевой. Значит, и вектор, стоящий под 

знаком интеграла, имеет первую компоненту, равную нулю. Приравнивая соответст-
вующие компоненты обеих частей, получаем  01

1 =aeλµ ,  откуда  01 =µ .  Затем рассмат-

риваем вторую строку матриц  kY2 ,  проводим аналогичное рассуждение со вторыми 

компонентами векторов и т.д. В результате получим, что все  0=kµ .  Линейная неза-

висимость решений  )()( tz k   установлена. 

Пусть  ε   произвольное положительное число. Из уравнения (62) с учетом 
(61) имеем: 
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Переходя к пределу при  ∞→t ,  получаем условие (51). 
Теорема полностью доказана. 
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