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Abstract 
The paper proposes a method for calculating the product integral of the matrix functions generated by the 

representations of  Lie  algebras  1A . 
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В данной статье приводятся достаточные условия, при выполнении которых мат-

ричная функция произвольного порядка интегрируется в конечном виде. Условия ин-
тегрируемости порождены условиями интегрируемости матричных функций второго 
порядка, порожденных представлениями алгебр  Ли  1A .  Используя теорию представ-

лений групп и алгебр  Ли  и интегрируемые матричные функции второго порядка, ус-
ловия интегрируемости можно перенести на матричные функции произвольного по-
рядка. При малых размерностях алгебр  Ли  некоторые результаты получены в работе 
[1]. Достаточные условия, о которых идет речь в статье, связаны с интегрируемостью 
некоторых нелинейных дифференциальных уравнений типа нулевой кривизны [2]. 



 

1). Теорема 1. Пусть дан мультипликативный интеграл 

 dttAE )(+∫
∩

, (1.1) 

где  ))(()( tatA ij=   – гладкая матричная функция,  3,2,1, =ji . 

Введем обозначения: 

1,311,121,211,12
2

1,111,11,11 −−−−−− +++′= nnnnnnn aaaaaaa ; 

1,321,131,221,121,121,111,12,12 −−−−−−− +++′= nnnnnnnn aaaaaaaa ; 

1,331,131,231,121,131,111,13,13 −−−−−−− +++′= nnnnnnnn aaaaaaaa ; 

1,12131,1312 aaaa −=∆ ,   2,1=n ,   ijij aa =0, . 

Пусть дан следующий мультипликативный интеграл 
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где  )(),(),( tctbta   – гладкие функции, для которых справедливы равенства: 

1.  ∆−=′ /)(/3 132,12122,13 aaaabb ; 

2.  ∆−=++′+′−′−′′ /)()(4)/(4)/(2)/( 1,122,131,132,12
22 aaaabcaabbabbbb ; 

3.  =′+′+′−′−′+′−′′ )/2)/()/((22242 2 bbabbbbacbcbaaa  

∆−++−+= /)( 121,112,13111,122,131,112,12132,121,13112,11 aaaaaaaaaaaaa . 

Тогда имеет место равенство: 
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Доказательство. Запишем систему линейных дифференциальных уравнений, со-
ответствующую интегралу (1.1): 
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Из системы (1.4) получаем систему 
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Из двух первых уравнений системы (1.5) выразим  2y   и  3y   через  1y ,  1y′ ,  1y ′′ : 
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Подставим равенства (1.6) в третье уравнение системы (5). Тогда для  1y   из сис-

темы (1.5) получаем следующее дифференциальное уравнение: 

+′−
∆

+′′−
∆

=′′′ 11,122,131,132,121132,12122,131 )(
1

)(
1

yaaaayaaaay  

 1121,112,13111,122,131,112,12132,121,13112,11 )/)(( yaaaaaaaaaaaaa ∆−++−++ . (1.7) 

Запишем систему линейных дифференциальных уравнений, соответствующую 
интегралу (1.2): 
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Из системы (1.8) соответственно получаем: 
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Для функции  1z   из системы (1.7) получаем следующее дифференциальное 

уравнение: 

+′++′+′−′−′′+′′′=′′′ 1
22

11 ))(4/4)/(2)/(()/3( zbcaabbabbbbzbbz  

 1
2 )/2)/()/((22242( zbbabbbbacbcbaaa ′+′+′′+′−′+′−′′+ . (1.10) 

Из линейно независимых решений уравнения (1.7) и соотношения (1.6) строится 
фундаментальная матрица решений системы (1.4), то есть вычисляется мультиплика-
тивный интеграл (1.1). Аналогично из линейно независимых решений уравнения (1.9) и 
соотношения (1.8) строится фундаментальная матрица решений системы (1.8), то есть 
вычисляется мультипликативный интеграл (1.3). 

Таким образом, из условий 1–3 следует, что системы (1.4) и (1.8) эквивалентны. 
Отсюда вытекает равенство (1.3). Теорема 1 доказана. 

Замечание 1. Условия 1–3 можно упростить. Из первого условия можно выразить  
)(tb ,  а из третьего условия –  )(tc .  Тогда для вычисления  )(ta   из второго условия 

возникает нелинейное дифференциальное уравнение второго порядка. 
Приведенное выше коэффициентное преобразование подынтегральной матричной 

функции можно связать с калибровочным преобразованием мультипликативного инте-
грала (1), при котором подынтегральная матричная функция будет порождена пред-

ставлением алгебры  Ли  1A   со старшим весом  
2

o . 

Замечание 2. Подынтегральная матричная функция мультипликативного инте-

грала (2) есть представление матричной функции  








− ac

ba
  со старшим весом  

2

o .  



  

Рассмотрим мультипликативный интеграл  

 dt
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E∫
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Известно [2], что условие 

 ∫ = )(2)()( tadttbtc  (1.12)  

обеспечивает интегрируемость в конечном виде мультипликативного интеграла. 
Непосредственно можно убедиться, что условие (1.11) обеспечивает также интег-

рируемость в конечном виде мультипликативного интеграла (1.2). В самом деле, интег-
рируя по частям, получаем: 
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Таким образом, условия 1–3 и (1.12) обеспечивают интегрируемость в конечном 
виде мультипликативного интеграла (1.1). 

2). Теорема 2. Пусть дан мультипликативный интеграл 

 dttAE )(+∫
∩

, (2.1) 

где  ))(()( tatA ij=   – гладкая матричная функция,  4,3,2,1, =ji . 

Введем обозначения: 

1,411,141,311,131,211,12
2

1,111,11,11 −−−−−−−− ++++′= nnnnnnnnn aaaaaaaaa , 

1,421,141,321,131,221,121,121,111,12,12 −−−−−−−−− ++++′= nnnnnnnnnn aaaaaaaaaa , 



  

1,431,141,331,131,231,121,131,111,13,13 −−−−−−−−− ++++′= nnnnnnnnnn aaaaaaaaaa , 

1,441,141,41,131,241,121,141,111,13,14 −−−−−−−−− ++++′= nnnnnnnnnn aaaaaaaaaa , 

2,142,132,12

1,141,131,12

141312

aaa

aaa

aaa

=∆ ,   3,2,1=n ,   ijij aa =0, . 

Введем обозначения: 
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где  ij∆   – соответствующие миноры матрицы  )( ,nija . 

Пусть дан следующий мультипликативный интеграл, порожденный представле-

нием со старшим весом  
3

o : 
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где  )(),(),( tctbta   – гладкие функции, для которых справедливы равенства: 

1–4.   =),,,,,,,,,,,,,,,( 44434241343332312423222114121211 aaaaaaaaaaaaaaaasϕ  

),,,,,,( 4321 rrrrcbasψ= ,   4,3,2,1=s , 

где функции  sψ   и  sr   определены ниже. 

Тогда имеет место равенство: 
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Доказательство. Запишем систему линейных дифференциальных уравнений, со-
ответствующую интегралу (2.1): 

 44332211 yayayayay iiiii +++=′ ,     4,3,2,1=i . (2.4) 



  

Из системы (2.4) получаем систему 
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Из трех первых уравнений системы (2.5) выразим  2y ,  3y   и  4y   через 1y ,  

1y ′′ ,  1y ′′′ : 
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Подставим равенства (2.6) в четвертое уравнение системы (2.5). Тогда для  1y   из 

системы (2.5) получаем следующее дифференциальное уравнение: 

 14131211
)4(

1 yyyyy ϕϕϕϕ +′′+′′+′′′= . (2.7) 

Запишем систему линейных дифференциальных уравнений, соответствующую 
интегралу (2.2): 
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Из системы (2.8) соответственно получаем: 
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Легко заметить, что функции  sz ,  4,3,2,1=s ,  выражаются через  1z . 

Для функции  1z   из системы (2.8) получаем следующее дифференциальное 

уравнение: 

 44332211
)4(

1 zrzrzrzrz +++= , (2.10) 

где 

+++′+′+′++′+′+′+′′= 33
1 973)9729((3 aabccbaaaabccbcbaaar  

)111357( 22 cbbabababc ++′+′+′′+ , 

+++′+′+′+′′+′++′+′+′′= )9729(3)111357((3 322
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)124()111364( 2222 abbbbccbbabababa +′+′+++′+′+′′+ , 



  

)1122101143(12 32222
3 cbbabababbbbr ++′+′+′+′= ,     2

4 216 bbr ′= . 

Используя соотношения (2.9), уравнение (2.10) можно привести к виду: 

 44332211
)4(

1 zzzzz ψψψψ +++= , (2.11) 

где функции  sψ ,  4,3,2,1=s ,  выражаются через функции  cba ,,   и  sr ,  4,3,2,1=s . 

Из линейно независимых решений уравнения (2.7) и соотношения (2.6) строится 
фундаментальная матрица решений системы (2.5), то есть вычисляется мультиплика-
тивный интеграл (2.1). Аналогично из линейно независимых решений уравнения (2.11) 
и соотношения (2.9) строится фундаментальная матрица решений системы (2.8), то есть 
вычисляется мультипликативный интеграл (2.2). 

Таким образом, из условий 1–4 следует, что системы (2.7) и (2.11) эквивалентны. 
Отсюда вытекает равенство (2.3). Теорема 2 доказана. 

Непосредственно можно убедиться, условие (1.12) обеспечивает также интегри-
руемость в конечном виде мультипликативного интеграла (2.2). В самом деле, интегри-
руя по частям, получаем: 
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Таким образом, условия 1–4 и (1.12) обеспечивают интегрируемость в конечном 
виде мультипликативного интеграла (2.2). 



 

В общем случае нужно рассмотреть представление со старшим весом  
k

o ,  соответ-
ственно с подынтегральной матричной функцией: 
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Помимо условия (1.12) можно рассмотреть серию условий на элементы исходной 
матричной функции второго порядка, возникающие при мультипликативном интегри-
ровании по частям и приводящие к преобразованию Бэклунда для некоторых нелиней-
ных дифференциальных уравнений типа нулевой кривизны [2]. 

Кроме того, для удобства вычислений следует воспользоваться калибровочным 
преобразованием подынтегральных матричных функций интегралов (2.1) и (2.2). 
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