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Аннотация 
В данной статье обобщается ранее полученный в статье [1] результат на случай многочленов 

произвольной степени в правых частях системы. 
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Parallel straight line isoclines of differential polynomial plane systems 

 
Abstract 
In the paper, the earlier obtained results [1] on a case of polynomials of any degree in the right-sided 

parts of the system are generalized. 
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Методы качественного интегрирования систем дифференциальных уравнений 
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где  ),( yxP   и  ),( yxQ   – аналитические функции в области  D R2,  широко использу-

ются при решении различных прикладных задач. Среди большого числа работ, посвя-
щенных исследованию динамических систем (1), особое место принадлежит системам, 
правые части которых представляют собой многочлены с действительными коэффици-
ентами. Это обусловлено широким использованием таких систем в качестве математи-
ческих моделей. 

Современная качественная теория полиномиальных дифференциальных систем 
традиционно решает вопросы, касающиеся, в основном, исследования классических 
проблем: различения центра и фокуса; изохронности центра и фокуса; существования, 
отсутствия, единственности, взаимного расположения и оценки числа предельных цик-
лов, так или иначе связанных с 16-й проблемой Гильберта. Обзор работ, посвященных 
16-й проблеме Гильберта, можно найти в работе [2]. 

Вместе с тем в качественной теории важная роль отводится такому объекту, как 
«изоклины». 

В фундаментальной работе В.В. Немыцкого [3] указывается на широкие возмож-
ности качественного исследования системы (1) с помощью главных изоклин, имея вви-
ду при этом «метод двух изоклин» (метод Н.П. Еругина). В настоящее время этот метод 
активно применяется (см., например, [4-6]). 

Среди изоклин системы (1) существенную роль играют прямолинейные изокли-
ны. В пользу актуальности вопросов, связанных с прямыми изоклинами, говорит и тот 
факт, что задача нахождения координат особых точек системы 
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где  ,1),( =nn QP    Rba ijij ∈, ,  даже при  2=n   становится трудно разрешимой. Знание 

уравнения хотя бы одной прямой изоклины системы (2) при  2=n   делает эту задачу 
реально разрешимой. При этом: 

1) может быть полностью решена задача определения местоположения всех осо-
бых точек системы; 

2) существенно упрощается решение вопросов, связанных с взаимным располо-
жением предельных циклов; 

3) появляется возможность оценки сверху числа особых точек второй группы и 
установления топологической структуры сложной особой точки. 

В шестидесятые годы прошлого столетия вопросами прямых изоклин квадратич-
ных систем занимались авторы работ [7-9]. В более позднее время появляется работа 
[10], в которой доказывается утверждение: через особую точку  )0,0(O   системы диф-

ференциальных уравнений 
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где  tt QP ,   – однородные многочлены степени  t ,  srt ,= ,  проходит хотя бы одна пря-

мая изоклина, и их число не превосходит  sr + ,  если  r   и  s   – числа разной четности, 



  

а правые части системы (3) взаимно просты. 
В данной работе дается оценка сверху числа параллельных между собой прямых 

изоклин системы (2). Заметим, что такая оценка для системы (2) в случае  3=n   дана в 
статье [1]. 

Существуют системы вида (2), имеющие  12 −n   параллельных между собой пря-
мых изоклин. 

Пример. Система дифференциальных уравнений 
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где  ji bbkn ≠>≥ ,0,2 ,  если  }12,...,2,1{,, −∈≠ njiji ,  имеет  12 −n   параллельных 

между собой прямых изоклин, в том числе  n   изоклин бесконечности и  1−n   изо-
клин нуля. 

Естественно поставить вопрос: каково максимальное число параллельных между 
собой прямых изоклин системы (2)? 

Теорема. Пусть система (2) имеет не менее одной особой точки и правые части 
уравнений этой системы взаимно просты. Тогда число параллельных между собой пря-
мых изоклин этой системы не более  12 −n ,  где  2≥n . 

Доказательство. Пусть прямая  Rkbkxy ∈+= ,   – изоклина системы (2). Тогда 

имеет место тождество 

 ,0),(),( ≡+−+ bkxxmPbkxxO nn  (4) 

где  m   –  const, 
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Здесь  ii gf ,   – многочлены степени  ),...,1,0( nii =   относительно  b . 

С учетом (5) и (6) из (4) получаем систему уравнений: 
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Так как  ,1),( =nn QP   то не может быть выполнено равенство  0)()( ≡+ bgbf nn . 

Будем различать 2 случая: 

1) ;0)( ≡bfn  

2) .0)( ≡/bfn  



  

В случае 1)  0)( ≡/bgn .  Следовательно, система (2) не может иметь более  n   пря-

мых изоклин нуля с угловым коэффициентом  k .  Вместе с тем, эта система может 
иметь не более  1−n   прямых изоклин бесконечности с угловым коэффициентом  k . 

Таким образом, общее число параллельных между собой прямых изоклин систе-
мы (2) в случае 1) не превосходит  12 −n . 

Пусть далее выполняется 2). Исключив  m   в системе уравнений (7), получаем: 
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Заметим, что в системе (8) все уравнения не могут быть тождествами относи-
тельно  b ,  так как в противном случае система (2) имела бы бесконечное множество 
параллельных между собой прямых изоклин. А это возможно в том и только в том 
случае, когда 

 ),(),(),(),( kxyGyxQkxyFyxP nnnn −=−=  (9) 

где  )(UFn   и  )(UGn   – многочлены степени  n   относительно  U .  Но при выполнении 

равенств (9) система (2) не имеет ни одной особой точки. 
Таким образом, в системе (8) имеется хотя бы одно невырождающееся уравнение 

относительно  b . 
Наивысшая степень уравнений системы (8) относительно  b   равна  12 −n ,  сле-

довательно, эта система имеет не более  12 −n   решений. 
Теорема доказана. 
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