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The characteristic system of the equtions for some class 

of algebraic differential equtions 

 

Abstract 

The concept of the characteristic system of the equations for some class of algebraic differential equa-

tions is formulated. The characteristic system of the equations for a certain class of the algebraic differential 

equations is calculated in a general view. The nonlinear differential equations of an interface and Benjamin-

Bon-Mahoney’s equation for which the characteristic equations are found in an explicit form are examined as 

an example.  

Keywords: algebraic differential equation. 

 

В работе [1] рассматривалось представление характеристического уравнения для 

некоторого класса алгебраических дифференциальных уравнений, и было предъявлено 

преобразование, с помощью которого можно вычислить его характеристическое урав-

нение. Был приведен пример уравнения Кортевега–де Фриза-Бюргерса, для которого 

характеристический многочлен вычислялся в явном виде как многочлен четвертой сте-

пени относительно одного из параметров, входящих в преобразование. Тем самым был 

получен класс несингулярных точных решений. 

В данной статье понятие характеристического уравнения обобщается на понятие 



  

характеристической системы уравнений для алгебраического дифференциального 

уравнения вида 
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Rx ∈ ;  T – транспонирование;  c  – постоянная. 

Приводятся примеры уравнения пограничного слоя и уравнения Бенджамина-

Бона-Махони, решение которых предлагается с помощью построения характеристиче-

ской системы уравнений. 

Подвергнем уравнение (1) преобразованию: 
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где  lrp
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,0, =  – неизвестные параметры,  )(xyy =  – гладкая функция переменной  

Rx ∈ . 

Преобразования (2) и (3) приводят уравнение (1) к многочлену по переменной  y   

с нулевыми коэффициентами, то есть имеет место алгебраическая система уравнений 
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назвать характеристической системой уравнений для исходного уравнения (1). 

Вычислим характеристическую систему уравнения (1). 

 

Лемма 1. Имеет место равенство: 

 
kk

llll

k

ll

l

s k

i

ymmm

lll

i

u
+++

≥
∑=

�

�

�

2110

10

0 10
!!!

!

,     ∑
=

=
k

s

s
ll

0

. (4) 
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В наших обозначениях индексов полиномиальная формула примет вид: 
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Лемма 1 доказана. 
 

Лемма 2. Имеет место равенство: 
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Доказательство проведем индукцией по  j . 

Пусть  1=j .  Тогда имеет место равенство 
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Воспользуемся формулой перемножения многочленов 
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Тогда равенство (6) запишется в виде:  ∑
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Пусть  2=j .  Тогда имеет место равенство 
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Предположим, что имеет место равенство 
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Теорема. Характеристическая система уравнения (1) имеет вид: 
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Доказательство следует из лемм 1 и 2 путем перемножения многочленов  
i

u   и  

)( j

u   по формулам (4) и (5). 

Вопрос о совместности характеристической системы уравнений (7) остается от-

крытым. Для совместности характеристической системы уравнений для приведенных 

ниже примеров необходимо выполнение ряда условий: 



  

1. Обозначим степень многочлена по  y   через  )deg(
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2. Число параметров преобразования (2) и (3) равно  2++ lk .  Число элементов 

матрицы  A ,  входящее в характеристическую систему уравнений, зависит от  k   и  l ,  

поэтому обозначим это число через  ),( lka .  Число параметров преобразования должно 

быть не менее числа коэффициентов многочлена по  y ,  то есть необходимо выполне-
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В случае  4,3,2=l   уравнение (3) в общем виде интегрируется в квадратурах. Од-

нако при  3=l   и  4=l   функция  )(xyy =   входит в интеграл уравнения (3) неявно. 

Например, при  3=l   уравнение (3) имеет следующий интеграл: 
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Это обстоятельство затрудняет записать в общем случае решение в явном виде, но 

дает качественную картину поведения решения при тех или иных начальных условиях. 

Отметим, что уравнения, рассмотренные в работе [2] с помощью теста Пенлеве, отно-

сятся к тем случаям, когда удается представить решение алгебраического уравнения в 

явном виде. В частности, для уравнения Кортевега–де Фриза – Бюргерса  2=k ,  2=l ,  

для уравнения Курамото–Сивашинского  3=k ,  2=l . 

 

Пример 1. Уравнение пограничного слоя (см., например, [3], с. 525) 
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где  a  – константа. 
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Подставим значения  u ′′′ ,  uu ′′   в уравнение (8). Получим следующую характери-

стическую систему уравнений для параметров  1,0, =sm
s

;  2,1,0, =rp
r

: 

026
2

2

2

1

3

21
=+ pampm ,  (9) 

0)23(12
0

2

2121

2

11

2

21
=++ mpmppmappm ,  (10) 



  

0)32(78
0211

2

1

2

102

2

12

2

110

2

21
=++++ mppmpmppmappmppm , (11) 

0)2(8
2

1102101

2

1

3

110211
=++++ pmppmppmapmpppm , (12) 

02
00110

2

11

2

021
=++ mppamppmppm .  (13) 

Из уравнений (9) – (13) получаем: 
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Замечание. Известно [4], что если  )(xf  – решение уравнения Блазиуса  
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Пример 2. Уравнение Бенджамина-Бона-Махони (см., например, [5], с. 261) 
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запишется в виде 
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Замечание. Уравнение (17) имеет солитонное решение вида  
)(

)(
2

1

βαξ
ξ

+
=

ch

k

u ,  

где  βα ,,
1

k  – неизвестные параметры. 

В самом деле, подставив  )(ξu   в уравнение (14), находим неизвестные пара-

метры: 
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α += ,     β  – произвольное число. 
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