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Пусть G  – группа матриц, состоящая из элементов вида 
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r  – вещественная матрица второго порядка. 

Укажем закон умножения в группе  G : 
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Параметризация группы  G  
 

Можно записать 
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В [1] установлено было: 
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где  321 ,, εεε   равны  0  или  1,  ∞<<∞− t,σ ,  а  z  – матрица одного из следующих 
двух типов: 
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указанного в пункте 1), хотя бы один из элементов матрицы  
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справедливо разложение 
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где   4321 ,,, εεεε  равны  0  или  1,  ∞<<∞− σ ,  21 ss ±≠ . 



  

Для случая, указанного в пункте 1), разложение матрицы  g   можно записать так: 
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где  
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=te ,  а  ∆  – матрица одного из видов, указанных ниже. 
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Тогда  ∆   матрица вида: 

1). 







−

+
ba

ba
0

0
,  если  0,0,0 111111 >>>> γβδαδα . 

2). 







−−

+−
0

0
ba

ba
,  если  0,0,0 111111 <<<> γβδαδα . 

3). 






 −
ab
ba

,  если  0,0,0 111111 <≤−>> γβδαδα . 

4). 







−

−−
ba
ab

,  если  0,0,0 111111 >≥−<> γβδαδα . 

5). 







+

−
0

0
ba

ba
,  если  0,0,0 111111 <<>< γβδαδα . 

6). 







−

−−
ab

ba
0

0
,  если  0,0,0 111111 >><< γβδαδα . 

7). 







−ba
ab

,  если  0,0,0 111111 >≥−>< γβδαδα . 

8). 







−−

−
ab

ba
,  если  0,0,0 111111 >−≥<< γβδαδα . 

9). 







−−

+−
0

0
ba

ba
,  если  0,0,0 111111 <<<> δαγβγβ . 

10). 







−

−−
ab

ba
0

0
,  если  111111 0,0,0 γβδαγβ <<<< . 

11). 







− ab

ba
,  если  111111 0,0,0 γβδαγβ −≤<<> . 



  

12). 






−
ba
ab

,  если  0,0,0 111111 >−≥<< δαγβγβ . 

13). 







−

+
ba

ba
0

0
,  если  111111 0,0,0 γβδαγβ <<>> . 

14). 







+

−
0

0
ba

ba
,  если  111111 0,0,0 γβδαγβ >>>< . 

15). 







−−
−

ba
ab

,  если  111111 0,0,0 γβδαγβ ≤−<>> . 

16). 







−
−−

ab
ba

,  если  111111 0,0,0 γβδαγβ −≤<>< . 
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где  ∆   матрица вида: 
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Справедливо разложение 
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где  ∆   матрица вида: 

21). 







−−

+
bab

bba
2

2
,  если  0,0 11 >> δα . 

22). 







−−
+
bba

bab
2

2
,  если  0,0 11 >< δα . 

23). 







−−−
+−

bba
bab

2
2

,  если  0,0 11 <> δα . 

24). 







−−−

+−
bab

bba
2

2
,  если  0,0 11 << δα . 

в). Пусть  01 =α .  Введем обозначения  2
1

11βγ=a ,  
2
1

1

1
1 γ
β

δ=b ,  
2
1

1

1

β
γσ =e . 

Справедливо разложение 

∆
σσ
σσ

δγ
βα

⋅







=







chsh
shch

, 
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Алгебра  Ли  группы  G  

 
В качестве базиса этой алгебры выберем касательные матрицы к однопараметри-
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Соотношения коммутации для этих матриц имеют следующий вид: 
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Возьмем еще линейные комбинации 
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Соотношения коммутации для этих матриц с предшествующими матрицами име-
ют следующий вид: 
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Представления группы  G  
 

Представим группу  G   в виде  ΩRG = , где  R   состоит из элементов 
);,( 22 rEEg ,  а  Ω   из элементов  )0;,( 21 ωωg . Подгруппа  R  – коммутативная. 

Одномерные представления ее 

[ ] rSperrg Λ

ΛΛ αωωα −=≡ )();,( 21 ,   







=

20
01
λ

λ
Λ . 

Положим  ( ) ( ) ( ){ rrr αωωαΩωΩ =∈= −1:  для всех }Rr∈ . 

Из равенства  rSprSp 1
1

2 ωω ΛΛ
−= ,  справедливого для всех  r ,  вытекает 

1
1

2 ωω ΛΛ
−= . 

Из рассмотрения этого равенства в предположении, что  21 λλ ≠ ,  следует 

( ) 







=

2

2

0
0

E
E

rΩ ,  т.е. Вигнеровская подгруппа единичная. Тогда по конструкции 

Вигнера [2] все представления нашей группы будут получены как индуцированные 
представлением подгруппы  R   (фактически, по этой конструкции все представления 
получаются как индуцированные представлением подгруппы  ( )rRH Ω= .  Но для 

нашего случая  ( )( )Er =≠ Ωλλ \21 .  В дальнейшем будем полагать, что матрица  

Λ   такова:  





=

00
0λ

Λ ,  λ  – некоторое число, не обязательно вещественное. 

Оператор представления задаем в пространстве бесконечно дифференцируемых 
финитных функций на группе G , удовлетворяющих условию  
( ) ( ) GgRrgfrgf ∈∈= ,,Λα ,  как оператор правого сдвига:  ( ) ( ) ( )ggfgfgT ~~ = . 

Для  Gg∈∀   представим  ωrg = ,  где  Ωω∈∈ ,Rr . 

Тогда  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωωαω Λ fefrrfgf rSp ⋅=== − .  Если  ( )rgg ;, 21 ωω= ,  

( )rgg ~;~,~~
21 ωω= ,  то  ( ) ( )2211

~ ~,~~ 1
21 ωωωωωωΛ feggf rrSp
⋅=







 −+−

. 

Значит 

( ) ( ) ( )2211

~

21
~,~,~ 1

21 ωωωωωω ωω
Λ

ΛΛ fefegT rrSprSp ⋅=⋅






 −+−− , 

откуда 

 ( ) ( ) ( )2211
~

21
~,~,~ 1

21 ωωωωωω ωω
Λ

Λ fefgT rSp ⋅=⋅
−− . (3) 

Функции  ( )21,ωωf   определены на группе  Ω ,  состоящей из матриц 










2

1

0
0
ω

ω
.  Каждой матрице  ( ) 








=

ϕϕ
ϕϕ

ϕ
chsh
shсh

g   можно поставить во взаимно 

однозначное соответсвие точку на гиперболе  0,,1 1121
2
2

2
1 ><<−=− xxxxxx . 



  

Именно, матрице  ( )ϕg   поставим в соответствие точку  ( ) 0xgx ϕϕ = ,  

( )0;10 =x . 

 
В четырехмерном пространстве с базисом  4321 ,,, xxxx   возьмем двумерные 

плоскости  
21 ,xxR   и  

43 ,xxR   и в каждой из них ветви гиперболы: 

0,,1: 1121
2
2

2
11 ><<−=− xxxxxxΓ , 

0,,1: 3343
2
4

2
32 ><<−=− xxxxxxΓ . 

С учетом указанного соответствия, операторы  ( )gTλ   в равенстве (3) оставляют 
инвариантным пространство бесконечно дифференцируемых функций на 

( ) ( ) ( )2121 ,,: ηωξωηξΓΓ ηλξ
λ fefgT r ⋅=× ′− ,   ( )rgg ;, 21 ωω= ,   21 , ΓηΓξ ∈∈ . 

Точки  ( ) 121, Γξξξ ∈=   можно записать в виде  ΘξΘξ shch == 21 , .  Анало-

гично, если  2Γη ∈ ,  то  ΨηΨη shch == 21 , . 

Каждой функции  ( )ηξ ,f   на  21 ΓΓ ×   поставим в соответствие функцию  

( ) ( )ΨΨΘΘ=ΨΘ shchshchff ,;,,ˆ   вещественных переменных  Θ   и  Ψ . 

В пространстве этих функций представление  ( )gTλ   задается следующим 
образом: 

 ( ) ( ) ( ) ( )ϕαλ
λ +Ψ+Θ=ΨΘ ΨΘ+ΨΘ+ΨΘ+ΨΘ− ,ˆ,ˆ 21122211 fefgT chshrshchrshshrchchr , (4) 

где 

( )rgg ;, 21 ωω= ,   







=

αα
αα

ω
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



=

ϕϕ
ϕϕ

ω
chsh
shсh

2 ,   







=

2221

1211

rr
rr

r . 

2x  

0  
1x  

21 xx =  

21 xx −=  



  

Введем в пространстве функций  ( )ΨΘ,f̂   скалярное произведение, положив 

( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

= ΨΘΨΘΨΘ ddffff ,ˆ,ˆˆ,ˆ
2121 . 

Отсюда видно, что представление  ( )gTλ   унитарно относительно этого скаляр-
ного произведения тогда и только тогда, когда  λ   чисто мнимое число. 

 
 

Примечания: References: 
  

1. Паранук В.И. О некоторых разложениях 
прямоугольных матриц // Сборник науч-
ных трудов Московского государственного 
заочного пединститута. М., 1974. С. 124-
138. 

1. Paranuk V.I. On some decomposition of rec-
tangular matrices // Collection of scientific 
proceeding of the Moscow State Correspon-
dence Teachers’ Training institute. M., 1974. 
P. 124-138. 

2. Hermann R. Lie groups for physicists. N. Y.; 
Amsterdam: Benjamin, 1966.  

2. Hermann R. Lie groups for physicists. N. Y.; 
Amsterdam: Benjamin, 1966. 

 
 


