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Нелокальная краевая задача для уравнения смешанного типа 

второго порядка в характеристической области 
(Рецензирована) 

 Аннотация Исследуется однозначная разрешимость краевой задачи со смещением для параболо-гиперболического уравнения второго порядка. Вопрос существования решения задачи эквивалентно ре-дуцирован к вопросу разрешимости интегрального уравнения Фредгольма, а единственность решения установлена на основе метода интегралов энергии. Ключевые слова: краевая задача, уравнение смешанного типа, интегральное уравнение. 
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The nonlocal boundary value problem for second order equations 

of the mixed type in the characteristic region 
 

Abstract 
The work studies the unique solvability of boundary value problem with the shift to parabolic-hyperbolic 

equation of the second order. A question of existence of the problem solution is reduced to the equivalent of the 

Fredholm integral equation solvability and uniqueness of the solution is established on the basis of the energy 

integrals method. 
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Теория краевых задач для уравнений смешанного типа является одним из важ-

нейших разделов современной теории дифференциальных уравнений с частными про-

изводными. Это обусловлено как непосредственными связями уравнений смешанного 

типа с проблемами теории сингулярных интегральных уравнений, теорией интеграль-
ных преобразований и специальных функций, так и прикладными задачами механики и 

математической физики, сводящимися к таким уравнениям (например [1-3]). 

Анализируя публикации последних лет, можно выделить еще одно приложение, 
связанное с теорией капиллярности. В самом деле, рассматривая уравнение профиля 
свободной капиллярной поверхности [4-6], можно отметить, что при переходе к поляр-

ным координатам кривизна профиля свисающей или лежащей капли будет напрямую 

влиять на тип уравнения. 
Помимо прикладной значимости исследований смешанных уравнений большой 

интерес вызывают и фундаментальные аспекты данного раздела теории дифференци-



альных уравнений. В частности, весьма актуальными остаются проблемы, связанные с 
развитием теории нелокальных операторов, разработка методов редукции краевых за-
дач для смешанных уравнений с разрывными условиями сопряжения к вопросам раз-
решимости соответствующих интегральных уравнений и выявлением условий, допус-
кающих возможность получения явных решений исследуемых задач. 

В рамках настоящей работы указанные проблемы исследованы для смешанного 

гиперболо-параболического уравнения второго порядка. 
Рассмотрим уравнение 

  (1) 

в конечной односвязной области , где  – область ограниченная от-
резками АВ, ВС, СО и ОА прямых   соответственно;  – ха-
рактеристический треугольник, ограниченный отрезком  оси 

абсцисс и двумя характеристиками  уравнения (1), выхо-

дящими из точек A, O и пересекающимися в точке ,  . 

Пусть  

Для уравнения (1) исследована следующая 
Задача A. Найти регулярное решение  уравнения (1) из класса 

, удовлетворяющее граничным условиям 

  (2) 

и нелокальному условию 

  (3) 

где  – заданные достаточно гладкие в областях своего оп-

ределения функции, причем  . 

Докажем существование решения задачи А. 

Пусть ),( yxu  – решение задачи (1) – (3). Тогда, переходя к пределу при +→ 0y  в 
уравнении (1), находим 

  (4) 

Решение первой краевой задачи для уравнения (1) в области  допускает инте-
гральное представление [7]: 

 

 , (5) 

где 

 

функция Грина первой краевой задачи для уравнения теплопроводности. 



 

Полагая в (5) , находим 

 

  (6) 

В области , используя решение задачи Коши [8] для уравнения (1), можем 

записать 

 

. 

Отсюда, используя обозначения 

 

получим: 

  (7) 

Подставляя (6) и (7) в (3), будем иметь: 

 

  (8) 

где 

 

 

. 

С другой стороны, соотношение (4) может быть представлено в виде: 
  (9) 

Здесь дифференциальный оператор. 

Тогда 
  (10) 

где  – функция Грина задачи Коши для уравнения (9). 

Подставляя (9) в (8), получим: 



   

  (11) 

где   

 

. 

Вводя обозначения 
      

представим (11) в виде: 

 

  (12) 

Последнее равенство в результате элементарных преобразований принимает вид: 

(13) 

где  и  выражаются через заданные функции. 

Таким образом, вопрос разрешимости задачи А эквивалентно редуцирован к во-

просу разрешимости интегрального уравнения Фредгольма (13). Разрешая его, опреде-
ляем функцию , а затем  из соотношения (10). 

Перейдем к доказательству единственности решения задачи А. Покажем, что ре-
шение однородной задачи тривиально. Следуя [9], рассмотрим тождество 

 

Проинтегрируем его по области . Переходя от интеграла по области к интегра-
лу по замкнутому контуру, согласно формуле Грина-Остроградского, будем иметь: 

  (14) 

Из (14) следует, что при  справедливо тождество 

. Откуда в случае однородной задачи заключаем, что . 

Докажем, что в случае однородной задачи функция  обращается в ноль. 
Действительно, принимая во внимание, что в случае однородной задачи 

, уравнение (13) принимает вид: 

. 

Хорошо известно [10], что решение последнего тривиально, т.е. . 



Таким образом, с учетом (12) заключаем, что в случае однородной задачи 

, а значит функция  в области  как решение однородной крае-
вой задачи для уравнения теплопроводности, а в области  как решение задачи 

Коши с однородными данными. Таким образом убеждаемся в единственности реше-
ния задачи А. 
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