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Abstract 
The problem of stabilization of three-dimensional linear time-invariant controllable systems by means of 

static time-invariant delayed output feedback is considered. Sufficient/necessary conditions for stabilizability of 

three-dimensional linear systems are given.  The potential of delayed feedback is shown. The obtained results 

illustrate very well the efficiency of introduction of delayed feedback for stabilization of unstable three-
dimensional linear systems. 
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Введение 

 

Одной из проблем, стимулировавшей немало публикаций в последнее десятиле-
тие, была сформулированная Р. Брокеттом проблема стабилизации линейной стацио-

нарной системы путем построения нестационарной обратной связи [1]. 

Первыми публикациями, где дано решение проблемы Брокетта, были работы Г.А. 

Леонова [2, 3] и Л. Моро и Д. Аэлса [4]. В этих работах построены алгоритмы соответ-
ственно низкочастотной и высокочастотной стабилизации линейных стационарных 

систем. Для двумерных и трехмерных систем было показано, как введение нестацио-

нарной обратной связи расширяет возможности стационарной стабилизации. 

Возникает вопрос: существуют ли иные, кроме нестационарных, способы стаби-

лизации линейных стационарных систем, позволяющие расширить возможности обыч-

ной стационарной стабилизации? 

Задача: Может ли введение запаздывания расширить область устойчивости и ста-
билизировать неустойчивую динамическую систему? Каковы возможности линейной 

стационарной обратной связи с запаздыванием для стабилизации линейных стационар-

ных систем? 



Хорошо известно [5], что для достаточно малых и достаточно больших запазды-

ваний такая стабилизация невозможна. Мотивацией к исследованию стабилизации пу-
тем введения запаздывания явились компьютерные эксперименты К. Пирагоса [6-10] 

по стабилизации хаоса-стабилизации неустойчивых периодических орбит, погружен-

ных в странный аттрактор той или иной хаотической системы. 

Вышесформулированная задача решена в [11, 12] для случая двумерных линейных 
управляемых систем. В настоящей работе эта задача решается для случая трехмерных 

линейных систем. Здесь получены достаточные (а в некоторых случаях и необходимые) 
условия стабилизируемости неустойчивых трехмерных стационарных систем путем вве-
дения обратной связи с запаздыванием. Рассматриваются два вида обратной связи: обыч-

ная и специальная – по Пирагосу [6]. Показано, что линейная система с обратной связью 

по Пирагосу в седловом случае не является стабилизируемой ни при каком времени за-
паздывания и никаком постоянном коэффициенте усиления в обратной связи. 

Таким образом, для обеспечения эффекта Пирагоса необходимо изучить случай, 

когда коэффициент усиления k  зависит от времени t : ( )tkk = . 

 

2. Постановка задачи 

 

Рассматривается линейная стационарная система со скалярным входом и скаляр-

ным выходом 

 
)()(),()( * txctytbutAx

dt

dx
=+= , (1) 

где nRtx ∈)(  – вектор состояния, Rtu ∈)(  – управление (вход), Rty ∈)(  – выход. Здесь 
nnRA ×∈  – постоянная матрица размера nRcbnn ∈× ,,  – n -векторы. 

Рассматривается два способа введения обратной связи с запаздыванием: обычная 
 )()( τ−= tkytu  (2) 

и по Пирагосу 
 [ ])()()( tytyktu −−= τ , (3) 

где 0≠k  и 0>τ  – параметры. 

Система (1), замкнутая обратными связями (2) и (3), представляет собой диффе-
ренциальные уравнения с запаздывающим аргументом 

 
)()( * τ−+= txbkctAx

dt

dx
 (4) 

и 

 
[ ])()()( * txtxbkctAx

dt

dx
−−+= τ  (5) 

соответственно. 

Основная задача: Требуется найти значения параметров 0≠k  и 0>τ  такие, что-

бы замкнутая система (4)/(5) оказалась асимптотически устойчивой. 

Ниже основная задача решается для трехмерных систем. 

 

3. Формулировка результатов 

 

3.1. Сначала сформулируем результат, касающийся одномерного случая 

 
cxybuax

dt

dx
=+= , . (6) 



Без ограничения общности можно считать 1,1 == cb . Замкнутые системы (6), (2) 

и (6), (3) имеют соответственно вид 

 ( )τ−+= tkxax
dt

dx
, (7) 

 ( ) ( )[ ]txtkax
dt

dx
−−+= τ . (8) 

Справедливо следующее 
Утверждение 1. Одномерную систему (6) невозможно стабилизировать обратной 

связью Пирагоса ни при каких значениях параметров 0≠k  и 0>τ . 

 

3.2. Для двумерных систем с неполными обратными связями вида (2) и (3) соот-
ветствующие результаты приведены в [11, 12]. Рассмотрим теперь вопрос о стабилиза-
ции двумерной системы 

 
,uAx

dt

dx
+=  (9) 

где 2222 ,, ×∈∈∈ RARuRx , посредством полной обратной связи по Пирагосу 

 ( )[ ]txtxCu −−= )( τ . (10) 

Здесь 22×∈ RC  – варьируемая матрица, а 0>τ  – скалярный параметр (запаз-
дывание). 

Замкнутая система (9), (10) имеет вид 

 
[ ])()( txtxCAx

dt

dx
−−+= τ . (11) 

Пусть 
( ) ),(det 2112

2 RaaaaAE ∈++=− λλλ  

характеристический полином разомкнутой ( )0=u  системы (9). 

Справедливы следующие утверждения. 
Теорема 1. Для стабилизируемости системы (9) обратной связью вида (10) необ-

ходимо и достаточно, чтобы 01 >a . 

Следствие 1. Пусть состояние равновесия разомкнутой системы (9) ( )0=u  есть 
неустойчивый узел или фокус. Тогда существуют матрица C  и число 0>τ  такие, что 

состояние равновесия замкнутой системы (11) асимптотически устойчиво. 

Следствие 2. Пусть состояние равновесия разомкнутой системы (9) ( )0=u  есть 
седло, или характеристический полином разомкнутой системы имеет нулевой корень. 
Тогда стабилизация системы (9) с помощью обратной связи (10) невозможна ни при 

каких значениях матрицы C  и запаздывания 0>τ . 

 

3.3. Рассмотрим трехмерную линейную управляемую систему, записанную в ка-
нонической форме 
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где )3,2,1(, =ica ii  – вещественные параметры. 

Будем различать три случая: 
1) 0,0 321 ==≠ ccc ; 

2) 0,0 312 ==≠ ccc ; 

3) 0,0 313 ==≠ ccc . 

Имеют место следующие теоремы. 

Случай 1) 0,0 321 ==≠ ccc . Без умаления общности можно считать 11 =c . Ста-

ционарная стабилизация )()( tkytu =  без запаздывания системы (12) возможна тогда и 

только тогда, когда 02 >a , 03 >a . 

Теорема 2. Пусть в системе (12) ( ) 0,1:0 3211 ===≠ cccc . Тогда для стабилизи-

руемости системы (12) обратной связью (2) необходимо и достаточно, чтобы 

02 >a ,   03 >a    или   31

2

232 2,0,0 aaaaa <>< . 

Теорема 3. Пусть в системе (12) ( ) 0,1:,0 3211 ===≠ cccc . Тогда система (12) ста-
билизируема обратной связью (3) в том и только том случае, если 

01 >a ,   03 >a . 

Следствие 1. Пусть состояние равновесия разомкнутой системы (12) ( )0=u  есть 
седловая точка типа ( )++− ,,  с собственными числами 0,0,0 321 >>< λλλ . Тогда со-

стояние равновесия замкнутой системы (12), (3), асимптотически устойчиво тогда и 

только тогда, когда 
132 λλλ −<+ . 

Далее, если 02 <a , то область асимптотической устойчивости задается нера-
венствами 

4,
2

132132 λλλλλλ <−<+ . 

Следствие 2. Пусть состояние равновесия разомкнутой системы (12) ( )0=u  есть 
седловая точка типа ( )+−− ,,  ( )0,0,0 321 ><< λλλ  или неустойчивый фокус с 

0,0Re 32,1 >< λλ , или характеристический полином разомкнутой системы имеет нуле-
вой корень. Тогда систему (12) невозможно стабилизировать обратной связью (3) ни 

при каких значениях параметров k  и 0>τ . 

Случай 2) 0,0 312 ==≠ ccc . Не умаляя общности, можно считать, что 1:2 =c . 

Стационарная стабилизация )()( tkytu =  возможна тогда и только тогда, когда 



0,0 31 >> aa . 

Теорема 4. Пусть в системе (12) ( ) 0,1:0 3122 ===≠ cccc . Тогда для стабилизи-

руемости системы (12) обратной связью (2) необходимо и достаточно, чтобы 

0,0 31 >> aa . 

Теорема 5. Пусть в системе (12) ( )1:0 22 =≠ cc , 031 == cc . Тогда для стабилизи-

руемости системы (12) обратной связью (3) достаточно, чтобы выполнялось хотя бы 

одно из условий: 
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Утверждение 2. Необходимым условием стабилизируемости системы (12) обрат-
ной связью (3) является неравенство 01 >a . 

В силу утверждения 2 имеет место утверждение следствия 2 теоремы 3. 

Случай 3) 0,0 213 ==≠ ccc . Не умаляя общности, считаем 1:3 =c . Стационарная 

стабилизация )()( tkytu =  системы (13) возможна тогда и только тогда, когда 
0,0 21 >> aa . 

Теорема 6. Пусть в системе (12) 0),1:(0 2133 ===≠ cccc . 

Тогда для стабилизируемости системы (12) обратной связью (2) достаточно, что-

бы выполнялось хотя бы одно из условий: 

а) ;0,0 21 >> aa  

б) ;
27

6
33

33
,0,0

2

2
32132  −

+
−

+
>><

ππ
π a

aaaaa  

в) ( ) 





−
+

−

+
>

−

−
<<

27
6

33

33
,

36

27
,0

2

2
321

2

32

2

23 ππ
π

π

π a
aaaaaa . 

Теорема 7. Пусть в системе (12) 0),1:(0 2133 ===≠ cccc  Тогда для того чтобы 

система (12) была стабилизируема обратной связью (3) достаточно выполнения хотя бы 

одного из следующих условий: 
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Здесь в теореме 7   
[ ]

( ) ( )0419,1/sincosmin 0
2,0

0 −≈+=
∈

σααασ
πα

. 

В силу утверждения 2 и здесь справедливо также утверждение следствия 2 

теоремы 3. 

 

3.4. Рассмотрим трехмерную линейную управляемую систему 
,uAx

dt

dx
+=  (13) 

где управление формулируется по принципу полной обратной связи по Пирагосу 
 [ ])()()( txtxCtu −−= τ . (14) 

Здесь 3333 ,, RuRARx ∈∈∈ × , матрица 33×∈ RC  и 0>τ  – варьируемые пара-
метры. 

Справедлива следующая 
Теорема 8. Разомкнутая система (13) ( )0=u  с характеристическим полиномом 

( ) 12

2

3

3det aaaAE +++=− λλλλ  

стабилизируема обратной связью (14), если 

0,0 31 >> aa . 

Замечание. Условия 0,0 31 >> aa  являются также и необходимыми для стабили-

зируемости системы (13) обратной связью (14). 

Следствие 1. Пусть состояние равновесия разомкнутой системы (13) ( )0=u  есть 
седловая точка типа ( )++− ,,  с собственными числами 0,,0 321 >< λλλ  или неустой-

чивый фокус с собственными числами 0Re,0 3,21 >< λλ . Тогда для стабилизируемости 

системы (13) обратной связью (14) необходимо и достаточно, чтобы 

132 λλλ −<+ . 

Следствие 2. Пусть состояние равновесия разомкнутой системы (13) ( )0=u  есть 
седловая точка типа ( )+−− ,,  ( )0,0,0 321 ><< λλλ  или неустойчивый фокус с 

,0,0Re 32,1 >< λλ  или характеристический полином разомкнутой системы имеет нуле-
вой корень. Тогда систему (13) невозможно стабилизировать обратной связью (14) ни 

при каком выборе матрицы C  и параметра 0>τ . 

 

В заключение автор благодарит чл.-корр. РАН Леонова Г.А. за постановку задачи 

и постоянное внимание к работе. 
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