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Рассмотрим систему двух линейных дифференциальных уравнений 

 ( ) ( )1 1 2 2 2 1,u a t u u a t u′ ′= = , (1) 

где функции [ ): 0, ( 1,2)ia R i+∞ → =  суммируемы на каждом конечном отрезке 



промежутка [ )0, .+∞  

Непрерывную функцию u , определенную на [ )0,+∞  и тождественно не равную 

нулю при больших значениях t , назовем колеблющейся, если она имеет последова-
тельность нулей, стремящуюся к ∞+ . 

Легко убедиться, что в случае, когда 1( ) 0a t ≥  при 0t ≥ , из колеблемости компо-

ненты 1u  некоторого нетривиального решения ( )21,uu  системы (1) следует колебле-

мость и компоненты 2u . Поэтому в случае знакопостоянства функции 1a , ненулевое 

решение ( )21,uu  системы (1) естественно назвать колеблющимся, если каждая компо-
нента этого решения является колеблющейся функцией. 

Если же функции ia  ( )1,2i =  являются знакопеременными, то система (1) может 

иметь решение, для которого компонента 1u  колеблется, а 2u  не колеблется. Например, 
система 

1 2 2 1cos , cosu t u u t u′ ′= ⋅ = − ⋅  

имеет именно такое решение 

( ) ( ) ( ) ( )1 2sin sin , cos sinu t t u t t= = . 

Поэтому вопросы колеблемости для систем со знакопеременными коэффициен-
тами, на наш взгляд, целесообразно изучать покомпонентно. 

В данной статье приводятся достаточные условия существования нуля компонен-
ты 1u  на заданном конечном промежутке. Аналогичные вопросы для нелинейных сис-
тем изучаются в [1]. 

Пусть *t  произвольное положительное число. Положим 
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Для простоты изложения будем считать, что функция  1a  имеет только изолиро-
ванные нули. 

Пусть ( )21,uu  решение системы (1), определенное на некотором отрезке 

[ ] [ )1 2; 0,t t ⊂ +∞ . 

Определение 1. Будем говорить, что [ ]( )1 2 1 2, ; ,u u t t  принадлежит множеству K , 

если ( ) [ ] 2
1 2 1 2, : ,u u t t R→  решение системы (1), для которого выполняются условия 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 10, 0u t u t u t= = ≠    при 1 2t t t< < , 

( ) ( )1 2arcctg v t arcctg v t π+ −+ = , 

где 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

2
1 2

1

, lim , lim
t t t t

u t
v t v t v t v t v t

u t + −
+ −→ →

= = = . (4) 



Определение 2. Будем говорить, что [ ]( )1 2 1 2, ; ,u u t t  принадлежит множеству *K , 

если ( ) [ ] 2
1 2 1 2, : ,u u t t R→  решение системы (1) для которого выполняются условия 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 10, 0u t u t u t= = ≠    при   1 2t t t< < , 

( ) ( )1 2arcctg v t arcctg v t+ −= , 

где ( )1,v v t +  и ( )2v t −  заданы равенствами (4). 

Имеет место 
Лемма 1. Пусть ( ) [ ] 2

1 2 1 2, : ,u u t t R→  решение системы (1), для которого 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 10, 0, 0u t u t u t= = ≠    при   21 ttt << . 

Тогда для того, чтобы [ ]( )1 2 1 2, ; ,u u t t  принадлежало множеству K  (множеству 
*K ), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 

( ) ( )1 1 1 2; ; 1a t a tσ σ+ −⋅ = + ,   ( ) ( )( )1 1 1 2; ; 1a t a tσ σ+ −⋅ = − , 

где  ( )1 1;a tσ +   и  ( )1 2;a tσ −   определены равенствами (2) и (3). 

Отметим, что в случае, когда ( ) 01 ≥ta  при 0≥t , множество *K  является пустым. 

Лемма 2. Если для некоторого решения [ ]( )1 2, ; ,u u a b K∈ , то первая компонен-

та любого нетривиального решения системы (1) имеет хотя бы один нуль на отрезке 
[ ]ba, . 

Доказательство. Допустим противное. Пусть ( ) [ ] 2
21 ,:, Rbauu →  такое решение сис-

темы (1), что ( ) 01 ≠tu  при bta ≤≤ . Тогда найдется точка ( )bat ,0 ∈ , для которой 

( )
( )

( )
( )01

02

01

02

tu

tu

tu

tu = . 

Отсюда следует [2] линейная зависимость решений ( )21,uu  и ( )1 2,u u , что невоз-

можно. Лемма доказана. 

Замечание. Система (1) может иметь два решения ( )21,uu  и ( )1 2,u u  такие, что 

[ ]( ) ( )*
1 2 1, : , , 0u u a b K u t∈ ≠    при   a t b≤ ≤ . 

Например, система 

1 2 2 1sin , sin
4 4

u t u u t u
π π′ ′= ⋅ = − ⋅  

имеет решения: 

( ) ( )1 22 4 2 4cos cos , sin cosu t u tπ π π π= + = +    и   ( ) ( )1 24 4cos cos , sin cosu t u tπ π= = . 

Легко видеть, что [ ]( ) *3
1 2 2 2, ; ,u u Kπ π ∈  при этом ( )1 0u t ≠  для всех 0t ≥ . 

Теорема 1. Пусть g  некоторая положительная функция, для которой 1( ) ( )g t a t′ =  



при bta ≤≤ . Пусть ( )21,uu  нетривиальное решение системы (1) и { }* min ,t b τ= , где 

τ  – наименьший нуль функции 1u  из промежутка ( )+∞,a . Тогда при любом 0>ε  спра-
ведливо неравенство 
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где 
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u t +
+ →

⋅
= − = ,. 

а функции *G  и *G  заданы соответственно равенствами 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 11
* 1 2 14; min ;G t a t g t g t a t a t g tε ε − −= − − , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* 1 11
1 2 14; max ;G t a t g t g t a t a t g tε ε − −= − − . 

Доказательство. Непосредственной подстановкой можно убедиться в том, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1
2 1 4z t g t a t a t g t z t−′ = − −    при *tta << . 

Откуда имеем 
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при  *tta << . 

Следовательно, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 11
2 1 14

1
g t a t a t g t a t g tε ε

ε
− −

−
 ≤ + + ⋅ + 

* 

при *tta << . Из последнего неравенства, учитывая, что выражение, стоящее в скобках 
в левой части (в правой части), равно ( ) ( )( )εε ;; tGtG ∗

∗ , получим неравенство (5). Тео-
рема 1 доказана. 

Аналогично может быть доказана и 

                                                 
* ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }max 0, , max 0,x t x t x t x t

+ −
= = −       . 



Теорема 2. Пусть h  некоторая положительная функция, для которой )()( 1 tath −=′  

при bta ≤≤ . Пусть ( )21,uu  нетривиальное решение системы (1), а { }τ,min* bt = , где 

τ  – наименьший нуль функции 1u  из промежутка ( )∞+,a . 
Тогда при любом 0>ε  справедливо неравенство 
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а функции ∗H  и ∗H  заданы соответственно равенствами 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 11
* 1 2 14; min ;H t a t h t h t a t a t h tε ε − −= − − , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* 1 11
1 2 14; max ;H t a t h t h t a t a t h tε ε − −= − − . 

Теорема 3. Пусть ( )21,uu  нетривиальное решение системы (1), { }* min ,t b τ= , где 

τ  – наименьший нуль функции 1u  из промежутка ( )∞+,a . Тогда при любом 0>c  
справедливо неравенство 
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где 

( ) ( )
( ) ( ) ( )2

1

, lim
t a

u t
v t v a v t

u t +
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= = , 

а функции ∗A  и ∗A  заданы равенствами 

( ) ( ) ( ){ }1
* 1 2; min ;A t c c a t c a t−= − ,     ( ) ( ) ( ){ }* 1

1 2; max ;A t c c a t c a t−= − . 

Доказательство. Нетрудно проверить, что 

( ) ( ) ( ) ( )2
2 1v t a t a t v t′ = − ⋅    при   ∗<< tta . 

Отсюда имеем 

 ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

2
2 1

12 2 2

v t a t c a t
a t

v t c v t c

′ +
= −

+ +
, (8) 

где 0const>=c . 

Из (8) следует, что 
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Учитывая, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*2 2
1 1 * 1 1( ) ; , ( ) ;

a t a t
ca t ca t A t c ca t ca t A t c

c c
+ −
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после интегрирования (9) от a  до t , получим неравенство (7). Теорема 3 доказана. 

Теорема 4. Пусть для некоторого 0>ε  

 ( )* ;
b

a

G t dtε επ≥∫
. (10) 

Тогда найдется отрезок [ ] [ ]1 2, ,t t a b⊂  и решение ( ) [ ] 2
1 2 1 2, : ,u u t t R→  системы 

(1) такие, что [ ]( )1 2 1 2, ; ,u u t t K∈ . 

Доказательство. В силу (10), найдется число [ )bat ,1 ∈ , для которого 

 ( ) ( )
1

* *; 0, ; 0
t t

a a

G s ds G s dsε ε= >∫ ∫    при   ( )1 1 1, ; 1t t b a tσ +< ≤ = + . (11) 

Рассмотрим решение ( )21,uu  системы (1), удовлетворяющее начальным условиям 

 ( ) ( ) 0,0 1211 ≠= tutu . (12) 

Учитывая, что ( ) 01 ≥ta  в некоторой правой полуокрестности точки 1t , имеем, что 

 ( )
( )

2

11

lim
u t

u tt t +→
= +∞ . (13) 

Покажем теперь, что для некоторой точки ( ]2 1,t t b∈  

 ( )1 0u t ≠    при   ( )1 2 1 2, 0t t t u t< < = , (14) 

причем 

 ( )
( )

2

12

lim
u t

u tt t −→
= −∞ . (15) 

Допустим противное. Тогда либо 

 ( )1 0u t ≠    при   1t t b< ≤ , (16) 

либо для некоторой точки ( )2 1,t t b∈  соблюдаются условия (14), но 

 ( )
( )

2

12

lim
u t

u tt t −→
= +∞. (17) 



В случае (16) из теоремы 1 с учетом (11) и (13) будем иметь 

( ) ( ) ( )
1

* *

1 1
0 ; ;

t t

a t

z t
G s ds G s ds arcctgε ε π

ε ε ε
< = ≤ ≤∫ ∫    при   btt <<1 , 

где 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 1

1

2
z t g t u t u t= − . (18) 

Последнее неравенство, очевидно, противоречит условию (10). 
Если соблюдаются (14) и (17), то, в силу теоремы 1, получим 

( ) ( ) ( )
1

* *

1 1
; ;

t t

a t

z t
G s ds G s ds arcсtgε ε

ε ε ε
= ≤∫ ∫    при   21 ttt << , 

где z  – функция, заданная равенством (18). Отсюда, с учетом (11), находим 

( )2 0
z t

arcсtg
ε

− > , 

где   ( ) ( )
2

2 lim
t t

z t z t
−

− →
= . 

С другой стороны из (17) вытекает, что 

( )2 0
z t

arcctg
ε

− = . 

Получили противоречие. Следовательно, существует точка ( ]btt ,12 ∈ , для которой 
соблюдаются условия (14) и (15). Тогда с учетом (12) и (13) легко видеть, что 

[ ]( )1 2 1 2, ; ,u u t t K∈ . 

Теорема 4 доказана. 

Аналогично, используя теоремы 2 и 3, можно доказать следующие теоремы 5 и 6. 
Теорема 5. Пусть для некоторого 0>ε  

( )* ;
b

a

H s dsε επ≥∫ . 

Тогда найдутся отрезок [ ] [ ]1 2, ,t t a b⊂  и решение ( ) [ ] 2
1 2 1 2, : ,u u t t R→  системы 

(1) такие, что 

[ ]( )1 2 1 2, ; ,u u t t K∈ . 

Теорема 6. Пусть для некоторого 0>с  

( )* ;
b

a

A s c ds π≥∫ . 

Тогда найдутся отрезок [ ] [ ]1 2, ,t t a b⊂  и решение ( ) [ ] 2
1 2 1 2, : ,u u t t R→  системы 

(1) такие, что 



[ ]( )1 2 1 2, ; ,u u t t K∈ . 

Из теорем 4, 5, 6 и леммы 2 следует справедливость теорем 7 и 8. 

Теорема 7. Пусть для некоторого 0>ε  либо 

( )* ;
b

a

G s dsε επ≥∫ , 

либо 

( )* ;
b

a

H s dsε επ≥∫ . 

Тогда первая компонента любого нетривиального решения системы (1) имеет 
нуль на [ ]ba, . 

Теорема 8. Пусть для некоторого 0>с  

( )* ;
b

a

A s c ds π≥∫ . 

Тогда первая компонента любого нетривиального решения системы (1) имеет 
нуль на [ ]ba, . 

Следствие 1. Пусть для некоторого 0>ε  

( ) ( ) ( ) ( )21
2 14a t a t g tε −− ≥ +    при   bta ≤≤  

и 

( ) ( ) ( )expg b g a π
ε≥ , 

где [ ] ( )+∞→ ,0,: bag  и ( ) ( )tatg 1=′  при bta ≤≤ . Тогда первая компонента любого не-

тривиального решения системы (1) имеет нуль на [ ]ba, . 

Следствие 2. Пусть для некоторого 0>ε  

( ) ( ) ( ) ( )21
2 14a t a t h tε −− ≥ +    при   bta ≤≤  

и 

( ) ( ) ( )exph a h b π
ε

≥ , 

где [ ] ( ): , 0,h a b → +∞  и ( ) ( )1h t a t′ = −  при bta ≤≤ . Тогда первая компонента любо-

го нетривиального решения системы (1) имеет нуль на [ ]ba, . 

Следствие 3. Пусть для некоторого 0>с  

( ) ( )2 1a t c a t− ≥    при   bta ≤≤  

и 

1( )
b

a

a t dt
π
ε

≥∫ . 

Тогда первая компонента любого нетривиального решения системы (1) имеет 



нуль на [ ]ba, . 

Следствия 1, 2, 3 вытекают из теорем 7, 8 и леммы 2. 

Теорема 9. Пусть ( ) 1;1 +=+aaσ  и для некоторого 0>ε  

 ( )* ;
t

a

G s dsε επ<∫    при   bta << ,     ( )* ; 0.
b

a

G s dsε ≤∫  (19) 

Пусть, далее, ( )21,uu  решение системы (1), удовлетворяющее условиям 

 ( ) ( )1 20, 0u a u a= ≠ . (20) 

Тогда найдется точка ( )bat ,* ∈  такая, что 

( )* *
1 2, ; ,u u a t K  ∈ 

. 

Доказательство. Сначала докажем, что 1u  имеет нуль на ( ]ba, . Допустим про-
тивное, что 

( ) 01 ≠tu    при   bta ≤< . 

Тогда в силу теоремы 1 будем иметь 

( ) ( )*10 ; 0
b

z b

a

arcctg G s ds
ε ε

ε−< ≤ ≤∫ , 

где ( ) ( )tzbz
bt −→− = lim . Получили противоречие. Следовательно, найдется точка ( ]bat ,* ∈ , 

для которой 

( )1 0u t ≠    при   ( )* *
1, 0a t t u t< < = . 

Теперь докажем, что 

( )* 0arcctg v t− = , 

где   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
*

*
2 1 , lim

t t
v t u t u t v t v t

−
− →

= = . 

Если допустить противное, то есть что ( ) π=−
*tvarcctg , то в силу теоремы (1) по-

лучим противоречие с первым неравенством в (19). Следовательно, 

( )* *
1 2, ; ,u u a t K  ∈ 

. 

Теорема 9 доказана. 
Имеют место следующие две теоремы. 

Теорема 10. Пусть ( )1; 1a aσ + = +  и для некоторого 0>ε  справедливы нера-

венства 

 ( )* ;
t

a

H s dsε επ<∫    при    ( )*, ; 0
b

a

a t b H s dsε< < ≤∫ . (21) 



Пусть, далее ( )21,uu  решение системы (1), удовлетворяющее условиям (20). Тогда 

найдется точка ( ]bat ,* ∈  такая, что 

( )* *
1 2, ; ,u u a t K  ∈ 

. 

Теорема 11. Пусть  ( )1; 1a aσ + = +   и для некоторого 0>c  

 ( )* ;
t

a

A s c ds π<∫    при   ( )*, ; 0
b

a

a t b A s c ds< < ≤∫ . (22) 

Пусть, далее ( )21,uu  решение системы (1), удовлетворяющее условиям (20). Тогда 

найдется точка ( ]bat ,* ∈  такая, что 

( )* *
1 2, ; ,u u a t K  ∈ 

. 

Теорема 12. Пусть для некоторых 0>ε  и ( )πλ ,0∈  

 ( ) ( ) πελελ εε ≤+≤+< ∫∫
t

a

t

a

dssGdssG ;;0 *1
*

1  (23) 

при bta ≤≤ . Тогда первая компонента решения системы (1), для которого 

 
( )
( ) ( )( )2

11

1

2 += − λε ctgag
au

au
, (24) 

не обращается в нуль на отрезке [ ]ba, . 

Доказательство. Пусть ( )21,uu  решение системы (1), удовлетворяющее условию 
(24). Тогда с учетом (23), в силу теоремы 1, будем иметь 

( ) πε << tzarcctg0    при   bta ≤≤ , 

где ( ) ( ) ( ) ( )
2

1
12 −= tututgtz . Отсюда и следует, что ( )1 0u t ≠  при bta ≤≤ . Теорема 12 

доказана. 

Теорема 13. Пусть для некоторых 0>ε  и ( )πλ ,0∈  

 ( ) ( )*
*

1 1
0 ; ;

t t

a a

H s ds H s dsλ ε λ ε π
ε ε

< + ≤ + <∫ ∫    при   bta ≤≤ . (25) 

Тогда первая компонента решения ( )21,uu  системы (1), для которого 

( )
( ) ( )( )2 1 1

2
1

u a
h a ctg

u a
ε λ−= +  

не обращается в нуль на [ ]ba, . 

Теорема 14. Пусть для некоторых чисел 0>c  и ( )πλ ,0∈  выполняются нера-
венства 



 ( ) ( )*
*0 ; ;

t t

a a

A s c ds A s c dsλ λ π< + ≤ + <∫ ∫    при   bta ≤≤ . (26) 

Тогда первая компонента решения ( )21,uu  системы (1), для которого 

( )
( )

2

1

u a
c ctg

u a
α= ⋅  

не обращается в нуль на [ ]ba, . 

Теоремы 13 и 14 вытекают из теорем 2 и 3. 

Теорема 15. Пусть ( )1; 1a aσ + = +  и для некоторого 0>ε  и ( )πλ ,0∈  выполняют-

ся либо условия (19) и (23), либо условия (21) и (25). Тогда система (1) имеет два не-
тривиальных решения ( )21,uu  и ( )1 2,u u  такие, что 1u  имеет два нуля на [ ],a b , а 

( )1 0u t ≠  для всех [ ],t a b∈ . 

Теорема 16. Пусть ( )1; 1a aσ + = +  и для некоторых 0>c  и ( )πλ ,0∈  выполняют-

ся условия (22) и (26). Тогда система (1) имеет два нетривиальных решения ( )21,uu  и 

( )1 2,u u  такие, что 1u  имеет два нуля на [ ],a b , а ( )1 0u t ≠  для всех [ ],t a b∈ . 

Отметим, что аналоги приведенных выше теорем можно сформулировать и для ком-
поненты 2u . Для этого достаточно везде в условиях теорем поменять местами 1a  и 2a . 
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