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Аннотация 
Рассматривается типичная трехпараметрическая деформация гамильтоновой системы на 

плоскости в окрестности ее замкнутой траектории. Из этой траектории рождается либо тройной 
цикл, либо двойной и грубый циклы, либо три грубых цикла. 
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Abstract 
The paper examines a typical three-parameter deformation of planar Hamiltonian system in neighbor-

hood of its closed orbit. Either triple cycle or double cycle and rough cycles or three rough cycles are born from 
this orbit. 

Keywords: planar Hamiltonian systems, three-parameter deformations, limit cycles. 
 
К динамическим системам на плоскости, близким к гамильтоновым, приводит ряд 

задач теории колебаний. Теорема Понтрягина [1, 2, с. 427] дает достаточные условия 
рождения грубого предельного цикла из замкнутой траектории гамильтоновой системы 
при малых однопараметрических возмущениях этой системы. Бифуркации в окрестно-
стях замкнутой траектории, петли сепаратрисы седла и сепаратрисного контура «вось-
мерка» гамильтоновой системы при малых двухпараметрических возмущениях изуча-
лись, соответственно, в работах [3-5]. Здесь мы исследуем бифуркации в окрестности 
замкнутой траектории гамильтоновой системы при малых трехпараметрических воз-
мущениях системы. 

Пусть на плоскости задана гамильтонова система с функцией Гамильтона  
класса : 

 

где 

. 

Предположим, что  – некритическое значение функции  и одна из связных 
компонент –  линии уровня  компактна. Тогда  является замкнутой 
траекторией системы (1). Без ограничения общности в дальнейшем можно считать, что 

. Рассмотрим динамическую систему, являющуюся трехпараметрической дефор-



 

мацией гамильтоновой системы (1): 

 

где , . 

Мы можем выбрать -вложение  с положительным яко-
бианом так, чтобы кривые , , являлись замкнутыми траекто-
риями системы (1), принадлежащими линии уровня , причем , а ори-
ентация на , индуцированная стандартной ориентацией , совпадала с ориента-
цией, заданной векторным полем . 

Обозначим 

 

. 

Предположим, что  и , а . Сделав 

при необходимости линейную замену параметров µ , можно в дальнейшем считать, что 

 
 
Теорема. При условиях (3) существует такая окрестность  кривой  и такие 

числа  и , что множество параметров 

 

может быть представлено в виде объединения множеств (рис. 1): 
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где  – такие -функции, что 

,    и   , 

где  такие -функции, что 

 
, 

, 



 

 

со следующими свойствами. 

1. Если , то система (2) имеет в  единственную замкнутую траекторию – 
тройной цикл  устойчивый при  и неустойчивый при , при этом 

. 

2. Если , то система (2) имеет в  только следующие замкнутые траекто-
рии: двойной цикл  и грубый цикл , устойчивый при  и неустойчивый 
при , при этом  . 

3. Если , то система (2) имеет в  три грубых цикла , 
. 

4. Если , то система (2) имеет в  единственную замкнутую траекторию – 
грубый цикл , , устойчивый при  и неустойчивый при 

. 

 

Рис. 1. Бифуркационная диаграмма 
 

Доказательство. При достаточно малых  на дуге  опре-
делено отображение последования по траекториям системы (2):  

 При  это отображение тождественное. Поэтому 

, 

где . Согласно [2, с. 425] 

 

где  – якобиан вложения  в точке . 

При  перейдем к новым параметрам  и  . Тогда 

 

где 

 

Ясно, что нулю  функции  соответствует замкнутая траектория сис-
темы (2), проходящая через точку . 

Из (4) получаем, что 

1µ
 B−  

2µ  

0B  3M  

1M  B+  
3µ  



 

, 
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, 

где  и – некоторые функции. Отсюда и из (3), (4) и (5) следует, что 

 

 

Ввиду (6) существуют такие числа  и , что 

 

 

Обозначим ). Уменьшив при необходимости , мы можем 
считать, что при ,  замкнутая траектория системы (2), 
проходящая через точку  , целиком лежит в окрестности . Отсюда 
и из (8) получаем, что при ,  любая замкнутая траекто-
рия системы (2), принадлежащая , проходит через точку , при некотором 

. Из (9) следует, что сумма кратностей замкнутых траекторий, принадле-
жащих , не превосходит трех. 

Из (6) по теореме о неявной функции получаем, что существуют такие числа 
, , , и такие -функции ) и 

) , , что 

 

при  

 

 

Ввиду (7) мы можем считать  столь малым, что при всех  и 

существует матрица  та-

кая, что  и 

 

Перейдем к новым переменным   

+ + 

 

Если  достаточно мало, то функция 

 



 

 

определена при   

Из (6), (7), (11) и (12) имеем: 

 

 

По теореме о неявной функции из (13) с учетом (14) получаем, что существуют 
такие числа ,  и такие -функции 

, , что 

 

при этом 

 

Из (15) получаем, что 

 

где производные функций  и  вычислены в точке , а 

производные функции  в точке . При  с учетом (16) и 

(13) следует, что 

 

Дифференцируя тождества (17), получаем тождества: 

 

 

из которых ввиду (16), (18), (13), (14) и (9) следует, что 

 

Дифференцируя (19), получаем тождество вида 

, 

где N  – сумма произведений, один из сомножителей которых  или  Используя 

(16), (18), (20), (13) и (9), находим, что 



 

 

Из (20) – (21) следует, что существуют такие числа 
 и такие -функции 

 

, 

что равномерно относительно  

 

 

 

Ввиду (10) и (12) мы можем выбрать такие числа  и k , что ес-
ли рассматривать уравнение  как уравнение поверхности в пространстве 
переменных  то ее пересечение с областью, задаваемой неравенствами 

, имеет уравнение  где  – 
функции, со свойствами, сформулированными в утверждении теоремы. Определим те-
перь множества ,  так, как это сделано в формулировке теоремы. 

Утверждение 1 теоремы следует из (11) и (10). 

Из (9), (14), (15), (23) и (24) получаем, что при  функция 

 имеет на интервале  двукратный нуль . 
Ввиду (8) она имеет на  еще один простой нуль , в котором 

. Тем самым, имеем утверждение 2 теоремы. 

В силу (15) при  функция  имеет на  
только простые нули. По формуле конечных приращений, используя (13), получаем 

 

где . 

Из (25), (9), (22) и (23) следует, что при фиксированном  найдется такое 

, что при всех  будем иметь . 

В силу (22) существует такое , что . Пусть значения пара-
метров  соответствуют значениям параметров . 

Так как 

 

то . 

Вследствие (13) мы можем считать, что 

 



 

Но тогда найдется такое , что 

 

и функция  при , а 
потому и при всех  имеет на  три простых нуля, при  

, а потому и при всех  – единственный про-
стой нуль. Тем самым, получаем утверждения 3 и 4 теоремы. 

 
Замечание. Рассмотрим теперь деформацию системы (1): 

 при . 

Будем считать что условия (3) по-прежнему выполнены. Тогда сохраняется и ут-
верждение теоремы со следующими изменениями. Теперь 

, 

а в определении множеств ,  следует считать, что функции , 
 и  зависят от дополнительных переменных , . Таким обра-

зом, в этом случае только три параметра   являются «существенными». 
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