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В статье приводится метод вычисления криволинейного мультипликативного ин-

теграла вдоль замкнутого прямоугольника на плоскости, основанный на интегральном 
представлении обыкновенного мультипликативного интеграла и разложении подынте-
гральных матричных функций в ряд по степеням независимых аргументов. В работе [1] 
вычисление было основано на дифференциальном представлении обыкновенного муль-
типликативного интеграла. Тем самым доказано следствие из работы [1]. 

Рассмотрим криволинейный мультипликативный интеграл второго рода 

 ( ) ( )dyyxQdxyxPEI
c

,, ++≡ ∫
∩

, (1) 

где ),( yxP и ),( yxQ  – достаточно дифференцируемые матричные функции произволь-
ного порядка; c – прямоугольник на плоскости с вершинами в точках )0,0( , )0,(x , 

),( yx , ),0( y . 
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Наша цель – вычислить приближенно интеграл (1), считая, что прямоугольник c  
ограничивает область малой площади и доказать тем самым следствие из теоремы [1]. 

Для вычисления интеграла (1) воспользуемся интегральным представлением 
мультипликативного интеграла, известным как матрицант соответствующей системы 

линейных дифференциальных уравнений YtAY )(=′ , где ( )dttAEtY

t

+= ∫
∩

0

)( , )(tA  – дос-

таточно дифференцируемая матричная функция произвольного порядка. При этом мат-
рицант имеет вид: 
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Имеет место следующее равенство: 
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Каждый из четырех обыкновенных мультипликативных интегралов в равенстве 
(3) может быть вычислен с помощью формулы (2) и разложения в ряд по степеням не-
зависимых аргументов подынтегральных матричных функций ),( yxP и ),( yxQ . 

Рассмотрим разложение в ряд по степеням независимых аргументов подынте-
гральных матричных функций мультипликативных интегралов kI , 4,3,2,1=k . 
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Применим формулу (2) к интегралам kI , 4,3,2,1=k . 

Для вычисления интеграла 1I  формулу (2) запишем в следующем виде: 

∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫ ++++=
x t sx x t
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Тогда, после интегрирования по переменной x , интеграл 1I  примет вид: 
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Аналогично для вычисления интеграла 2I  формулу (2) запишем в следующем виде: 
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Тогда, после интегрирования по переменной y , интеграл 2I  примет вид: 
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Для вычисления интеграла 3I  формулу (2) запишем в следующем виде: 
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Тогда интеграл 3I  примет вид: 
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Для вычисления интеграла 4I  формулу (2) запишем в следующем виде: 
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Тогда, после интегрирования по переменной y , интеграл 4I  примет вид: 

+







−

∂
∂−

∂
∂+









∂
∂++⋅−=

!3
2

2

3
3

2
2

4

y
Q

y

Q
QQ

y

Qy

y

Q
QyQEI  

L+














∂
∂−

∂
∂+

∂
∂+









∂
∂+

∂
∂−

∂
∂−

∂
∂+

!4
2234

4

3

3

2

2

2

22

22 y

y

Q
Q

y

Q

y

Q
Q

y

Q
Q

y

Q
QQ

y

Q

y

Q
Q  

Теперь предстоит перемножить интегралы kI , 4,3,2,1=k  в следующем порядке: 
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1234 IIIII ⋅⋅⋅= . Для удобства вычислений найдем отдельно произведения 12 II ⋅  и 34 II ⋅ , 

а затем вычислим интеграл I . 
Опуская промежуточные вычисления, получаем: 
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Аналогично вычисляя 34 II ⋅ , получаем: 
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Таким образом, вычисляя 1234 IIIII ⋅⋅⋅= , получаем криволинейный мультипли-

кативный интеграл (1) вдоль прямоугольника c  с вершинами в точках )0,0( , )0,(x , 
),( yx , ),0( y  на плоскости, имееющий вид: 

( ) ( ) +−+−+−+=++∫
∩

!3
4],[

3x
PPPPxyPQQPPQEQdyPdxE xxyx

c

 

[ ][ ] [ ] [ ] [ ]( ) +−+++−−+
2
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4

224 y
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( −++++−+ ]],,[[],[4]],,[[2],[4]],,[[]],,[[2 2 QPQPQPQPPQPPQPQQPQ xyyy  

++++++− ],[2],[],[],[4]],,[[2]],,[[ xyyyxyxxy PQPPPQQPQPQQPQP  

) ++−−+++
4
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2
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Таким образом, получено представление криволинейного мультипликативного 
интеграла с точностью до четвертой степени переменных интегрирования. 
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