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1. Введение. Кусочно-гладкие векторные поля (дифференциальные уравнения с 

разрывными кусочно-гладкими правыми частями) являются математическими моделя-
ми релейных систем автоматического управления. Устойчивые замкнутые траектории, 
соответствующие периодическим решениям, описывают автоколебания. Поэтому пред-
ставляет интерес изучение бифуркаций, при которых появляются или видоизменяются 
такие траектории. Некоторые локальные бифуркации описаны в книге А.Ф. Филиппова 
[1] в основном для случая двумерного фазового пространства. Ряд нелокальных бифур-
каций при размерности фазового пространства  изучен в работах автора [2-6]. 

В работе М.М. Шумафова [7] рассматривались бифуркации на поверхности 
скользящих движений. В работе автора [4] изучалась бифуркация перерождения замк-
нутой траектории, при которой менялось число участков скользящих движений, в част-
ности, замкнутая траектория без участков скользящих движений получала такой уча-
сток. Здесь мы опишем ситуацию, в определенном смысле противоположную: замкну-
тая траектория, целиком принадлежащая поверхности скользящих движений, приобре-
тает дугу, не лежащую на этой поверхности. 

2. Кусочно-гладкие векторные поля на трехмерном многообразии. Пусть  – 
компактное трехмерное -многообразие,  разбиение  на компактные трехмер-
ные -подмногообразия , , такие, что , 

 при . Если  при , то  являет-
ся замкнутым двумерным -подмногообразием в . 

Пусть  – множество -векторных полей на , , 

. 

Элементы  будем называть кусочно-гладкими векторными полями 
на многообразии  с разбиением . Кусочно-гладкое векторное поле 

 можно отождествить с классом векторных полей 
, где  при . Векторные поля , вообще говоря, 
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имеют разрывы на поверхностях . Траекториями векторного поля 
, следуя [1, с. 95], будем называть траектории дифферен-

циального включения , , где  при  и  – 
выпуклая оболочка векторов  и  при , . 

Однопараметрическим семейством кусочно-гладких векторных полей назовем 

отображение , для которого отображения 

, , принадлежат классу . Будем его обозначать  
или просто . 

3. Поверхность скользящих движений. Пусть для кусочно-гладкого векторного 
поля  вектор  касается , то есть принадлежит 

. Будем говорить, что это простое касание, если в окрестности  точки  можно 
выбрать локальные координаты  так, что точка  имеет нулевые координа-
ты,  задается уравнением  при  

, 

где , . Нетрудно проверить, что это опре-
деление не зависит от произвола в выборе координат. 

Пусть все точки касания векторных полей  с  – простые. То-
гда множество , состоящее из точек , в которых вектор  направлен из 

 или касается , является компактным -многообразием с краем 

. 
Множество 

 
является -многообразием с краем. Назовем его устойчивой поверхностью скользя-
щих движений поля . Для любой точки  в  имеется единствен-
ный вектор , при этом . Тем самым на  задано векторное поле 

 класса . Дуги траекторий поля  (скользящие движения) являются и дугами 
траекторий поля . 

4. Гиперболические замкнутые траектории, содержащие участки скользящих 
движений. Пусть , , замкнутая (периодическая) траектория поля 

 периода , и существуют числа  такие, 
что дуга , , принадлежит  и пересекается с  в единствен-
ной точке , причем это пересечение трансверсально; дуга , 

, состоит из дуг траекторий векторных полей , трансвер-
сальных . 

Тогда для любого  определено отображение  по траекториям век-
торного поля  некоторой окрестности  точки  на  в окрестность точки 

, принадлежащую . Это отображение является -вложением. Потребуем, 
чтобы для любого  оно было трансверсально в точке  вектору 

. Тогда для любого  определен диффеоморфизм  не-
которой окрестности  точки  в  на окрестность точки  в  
по траекториям векторного поля . Теперь в некоторой окрестности точки  
на  определено отображение последования по траекториям поля  – локальный диф-
феоморфизм , для которого  – неподвижная точка. Если  – устой-
чивая гиперболическая неподвижная точка, то есть , то  – устойчивая ги-
перболическая замкнутая траектория с  участками скользящих движений. 
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5. Формулировка результатов. Рассмотрим однопараметрическое семейство ку-
сочно-гладких векторных полей . Предположим, что векторное поле  имеет 
замкнутую траекторию , пересекающуюся с  в единственной точке , в которой 
векторное поле  имеет простое касание с . Последнее означает, что в координа-
тах  в окрестности  точки  на , в которых  имеет нулевые координаты, а 

 задается неравенством , 

, 

где , . Ясно, что  является и траекторией 
поля . Пусть для определенности  при некоторых 

, , а вектор  направлен внутрь . Будем также считать, 
что  – двусторонне вложена в , то есть имеет окрестность, гомеоморфную цилинд-
ру  

Мы можем выбрать -вложение , трансверсальное траектори-
ям поля  так, чтобы  и при достаточно малом  было определено ото-
бражение последования по траекториям векторного поля : , 

,  (рис. 1). Предположим, что . Это 
условие не зависит от выбора . 

 
Рис. 1. Функции последования 

 
Рис. 2. Траектории поля  

При достаточно малом  в некоторой окрестности точки  на  для любого 
 существует единственная точка , в которой векторное поле  

касается . При этом , , положительная (отрицательная) полутра-
ектория поля , начинающаяся в точке , первый раз пересекает трансверсаль 

 в точке  ( ), где , . Обозначим 
). Потребуем, чтобы . Для определенности пусть в 

дальнейшем . 
Нам понадобится следующее понятие. Топологическим пределом при  се-

мейства множеств , зависящих от параметра , называется мно-
жество  точек , таких, что для любой ее окрестности  существует такое 
число , что  для всех . Обозначение: 

 

Теорема. При сделанных выше предположениях существует такое число , что 
для всех  векторное поле  имеет единственную замкнутую траекторию 

, для которой: 
 
. При этом  является устойчивой гиперболиче-
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ской замкнутой траекторией. Если , то , если , то  
состоит из двух дуг, одна из которых принадлежит , а другая – нет. 

6. Доказательство теоремы. Так как точка , то в некоторой ее окрест-
ности  в  мы можем выбрать координаты  так, чтобы  имела нулевые 
координаты,  задавалась неравенством ,  задавалась условиями 

, 

, 

где , . Так как , то . Поэтому из 

того, что  имеет в  простое касание с , вытекает, что , 
, . Отсюда, согласно [6] и [1, с. 206], следует, что в 

окрестности точки  можно выбрать координаты , гладко зависящие от 
, так, что  имеет нулевые координаты, а 

. 

Пусть 

. 

Так как вектор  направлен внутрь , то мы можем считать, что в вы-
бранной окрестности . 

Поверхность  в рассматриваемой окрестности задается условиями , 
. 
Возьмем числа , достаточно близкие к нулю. Обозначим 

 (соответственно ) – отображение, ставящее в соот-
ветствие числу  точку с координатами   (соответственно, с координата-
ми  ). Пусть 

,   . 

Векторное поле  в координатах  имеет вид 

, 

где 

 

 
а  с некоторой постоянной . Мы можем считать, что 
векторные поля  доопределены по формулам (1) и на некоторую окрестность точки 

 в . Обозначим . Из (1) следует, что найдется такое число , что 

    при   , (2) 

Но тогда можно считать  и  выбранными столь малыми, что векторное по-
ле , , трансверсально дугам   и  в точках, отличных от . При 
достаточно малом  определено отображение по траекториям поля : 

, где  – непрерывная функция, непрерывно диффе-
ренцируемая на промежутке , ,  

Лемма 1. Функция  непрерывно дифференцируема при всех ; 
. 
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Доказательство. Уравнение дуги траектории поля  между точками  и 
 имеет вид . Так как  то 

 . (3) 

В силу оценки (2) 

 
Отсюда последовательно получаем 

 

и 

  (4) 

Мы можем считать  столь малым, что . Тогда 

 . (5) 
Из (4) следует, что 

.
 

Отсюда и из (5) при достаточно малом  получаем оценку 

  (6) 

c . Так как , то 
. 

Дифференцируя равенство (3), имеем 

, 
и потому при  

. 

Используя (2), (5) и (6), отсюда получаем 

 

Поэтому  и  непрерывна в нуле. Лемма 1 доказана. 

Лемма 2. При фиксированном  число  можно выбрать так, что траектория 
векторного поля , доопределенного в окрестности точки , начинающаяся в точке 

, , первый раз пересекают дугу  в точке ,  где  – -
функция, , . 

Доказательство. От координат  в окрестности точки  на  перейдем к 
координатам . Тогда 

, 

где   . Согласно [1, с. 175] в этом случае 

траектория векторного поля , начинающаяся в точке дуги  с координатами 
, первый раз пересекает дугу  в точке с координатами 

, , где  – -функция, , , что нам и требова-
лось установить. 
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Обозначим . При достаточно малом  для  ото-
бражение  определено на отрезке . При достаточно малых ,  и  для 

 определены отображения 

   и   , 

соответственно, по траекториям векторных полей  и , где  и  – -
функции от  и , ,     при . 

Лемма 3. , . 

Доказательство. Обозначим ) – решение уравнения , 

удовлетворяющее начальному условию . Из (1) следует, что 

 . (7) 

Ясно, что . Утверждение леммы 3 не зависит от произвола в выборе транс-
версали , поэтому при доказательстве свойств  можно считать, что  – точка 
с координатами   при достаточно малом . Тогда 

 . (8) 

Из уравнений в вариациях следует, что 

 . (9) 

Из (8) получаем 

 , (10) 

 

 . (11) 

Из (7)-(11) вытекает, что , . 
Аналогично доказывается, что , . 

При достаточно малом  отображение  определено на от-
резке  и является функцией последования по траекториям векторного поля  
(рис. 1). При , где . 

Используя свойства   и , сформулированные в леммах 1-3, и правило Ло-
питаля, получаем 

 
Так как  – отображение последования по траекториям векторного 

поля  на трансверсали , то . По условиям теоремы 
, следовательно, 

 
Непосредственным вычислением проверяется, что траектория векторного поля 
, начинающаяся в точке ,  следующий раз попадает на 

 
 в точке 

. Поэтому при достаточно малых  и  для любого  функция 
 определена на отрезке  и является функцией последо-

вания по траекториям векторного поля . При  
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где . 

Так как  и  непрерывно дифференцируемые функции от  и 
, то при ,  

, , 

где  и  – непрерывные функции, . Поэтому 

 
Вследствие (12) можно считать  и  выбранными столь малыми, что 

    при   , . (13) 

При достаточно малых  и  для  определены отображения по траекто-
риям векторного поля : ), где ,  – 

-функция, , , 

    при   ,  . (14) 

При  получаем, что для некоторого числа , 
. Выбрав  достаточно малым, будем иметь 

 для всех . Так как по предположению 
, то можно считать, что . Учитывая, что 

, получаем, что  при  и  при  имеет 
неподвижную точку . Вследствие (13) и (14)  – единственная неподвижная 
точка  ( ), она является устойчивой гиперболической. Нетрудно убедиться, что 

. Траектория , проходящая через точку , является устой-
чивой гиперболической замкнутой траекторией, , топологический предел 

 
Докажем единственность  Пусть   и  – траектория, со-

ответственно, векторного поля ,  и , начинающаяся в точке . Обозначим 
 – множество, состоящее из точек  и  при 

, , . При достаточно малом    является окрестностью 

точки . Если  достаточно мало, то  при всех 
. Пусть , , – замкнутые траектории  и  

Тогда при некотором  для всех  в  и тем более в  есть 
точки, принадлежащие . Но тогда  пересекается с дугой , ) и потому 
совпадает с . 
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