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Введение 

Рассмотрим множество nM  линейных однородных дифференциальных систем 

[ ),,0  ,  ,)( +∞∈∈= tRxxtAx n
&  

каждая из которых отождествляется со своей ограниченной непрерывной оператор-
функцией [ ) . ,0: nREndA →+∞  Множество всех ненулевых решений системы nMA ∈  

обозначим через .)(* AS  

Определение 1 [1]. Для каждой системы nMA ∈  произвольного решения 
)(* ASx ∈  вектора nRm ∈  и момента 0>t  обозначим через ),,( tmxν  число нулей (воз-

можно, бесконечное) скалярного произведения )),(( mx τ  на промежутке ( ]t,0∈τ , а пол-
ной и векторной частотами решения x  назовем величины 

),,(inflim)(    ),,,(liminf)( tmx
t

xtmx
t

x
nn RmttRm

νπζνπσ
∈+∞→+∞→∈

≡≡ . 

К определению 1 добавим обозначение ),,(),,(),,,( 1212 tmxtmxttmx ννν −≡  числа 

нулей скалярного произведения )),(( mx τ  на промежутке ( ]21,tt∈τ . 

С каждой из частот ω , описанных в определении 1, и с каждой системой nMA ∈  
можно связать функционал [ ).,0)(: * +∞→ASAω  
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Определение 2. Спектром частоты Aω  системы nMA ∈  назовем область ее зна-
чений, а значение частоты ω , принадлежащее спектру системы A , назовем: 

а) метрически существенным [2], если оно принимается на решениях ),(* ASx ∈  

множество наборов nRx ∈)0(  начальных значений которых содержит множество поло-

жительной меры Лебега в nR ; 
б) метрически существенным [3], если оно принимается на решениях ),(* ASx ∈  

множество наборов nRx ∈)0(  начальных значений которых, пресеченное с некоторым 

открытым подмножеством nRU ⊂ , служит дополнением в U  к множеству первой ка-
тегории Бэра. 

Спектры полной и векторной частот неавтономных дифференциальных систем, в 
отличие от автономных (см. [4, 5]), не были исследованы. Спектры полной и векторной 
частот неавтономных однородных дифференциальных уравнений второго порядка со-
стоят из одного числа [6]. В связи с этим возникал вопрос: распространяется ли это 
свойство на все множество 2M  или указанные спектры двумерных систем будут боль-
ше напоминать спектры частот неавтономных дифференциальных уравнений третьего 
порядка (см. [7, 8]). Этому вопросу посвящена настоящая статья. 

Основной результат 

Теорема. Для любого наперед заданного натурального N  найдется система 
,2MA ∈ имеющая такие N  решений )(,, *1 ASxx N ∈K , удовлетворяющие условиям 

,,,2,1   ,)()( Ni
N

i
xx ii K=== ζσ  

причем все эти значения полных и векторных частот являются метрически и топологи-
чески существенными. 

Данный результат был доложен на семинаре по качественной теории дифферен-
циальных уравнений в МГУ имени М.В. Ломоносова и анонсирован в докладе [9]. 

При доказательстве этой теоремы нам понадобится следующая 

Лемма [10, 11]. Пусть последовательность положительных чисел K<< 21 tt  
удовлетворяет условиям 

.1 lim   , lim 1 =+∞= +

+∞→+∞→
k

k

k
k

k t

t
t  

Тогда для любого решения )(* ASx ∈  любой системы nMA ∈  справедливы равенства: 

),,(inflim)(    ),,,(liminf)( k
k

Rmk
k

k
kRm

tmx
t

xtmx
t

x
nn

νπζνπσ
∈+∞→+∞→∈

≡≡ . 

Доказательство теоремы. 
1. По заданному натуральному N  определим следующие величины: 

NNN rssrsr <<<<<<≡>>>> −111001 0    ,
6

1
KK δδε , 

так что 

  ,,,2,1    ,
3

1

4

1
Nii K=<+< δε  (1) 

 .,,2,1      ,     , 111 Nisrrs iiii K==−=− −−− ππ  (2) 

Зададим π2 периодическую непрерывно-дифференцируемую функцию )(tψ , воз-
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растающую на отрезке [ ]π,0 , убывающую на участке [ ]ππ 2,  и принимающую на кон-
цах отрезков значения 

.0)2()()0(   ,)(   ,0)2()0( ====== πψπψψππψπψψ &&&  

Сначала на промежутке [ ] [ ] [ ] [ ]NN rrrrrrN ,,,2,0 12110 −∪∪∪= Kπ  построим двумер-

ную систему xtAx )(1=&  с непрерывными коэффициентами. Для этого на промежутках 

 [ ] Nirr ii ,,2,1      ,,1 K=− , (3) 

определим соответственно фундаментальные системы 

( ) ,,,2,1    ,),(),(),( 21 NitxtxtX ii K== δδ  

где 

.
))()1cos((

))()1sin((
),(     ,

))()1sin((

))()1cos((
)( 21










+
+−

=








−
−

=
t

t
tx

t

t
tx

i

i
i ψδ

ψδ
δ

ψε
ψε

 

Так как при любом { }Ni ,,2,1 K∈  

,2/1))()cos((),(det ≥+= ttX ii ψδεδ  

то матрицы 










−−−
++

+
=−

))()1cos(())()1sin((

))()1sin(())()1cos((

))()cos((

1
),(1

tt

tt

t
tX ii

i
i ψεψε

ψδψδ
ψδε

δ  

ограничены. 
Известно, что фундаментальная матрица удовлетворяет исходному матричному 

уравнению 
[ ] ,,,2,1    ,,     ),,()(),( 1 NirrttXtAtX iiiii K& =∈= −δδ  

а значит, на участках (3) без труда восстанавливаются системы 

.,,2,1   ),,(),()( 1 NitXtXtA iii K& == − δδ  

Построенные фундаментальные матрицы в точках стыка удовлетворяют равенствам 

,1,,2,1    ,
00

00
),(),(    ,

10

01
),(),( 11 −=








==








== ++ NirXrXrXrX iiiiiiii K&& δδδδ  

благодаря которым фундаментальная матрица 

[ ]
[ ]

[ ]











∈

∈
∈

=

− NNN rrttX

rrttX

rrttX

tX

,   ),,(

,

,,    ),,(

,,    ),,(

)(

1

212

101

1

δ

δ
δ

K

 

является непрерывно-дифференцируемой на [ ]Nπ2,0 , а значит, коэффициенты системы 

[ ]
[ ]

[ ]











∈

∈
∈

=

− NNN rrttA

rrttA

rrttA

tA

,   ),(

,

,,    ),(

,,    ),(

)(

1

212

101

1

K

 

являются непрерывными на указанном отрезке. 
2. Теперь построим систему 2MA ∈  с периодическими коэффициентами. В силу 

равенств 
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







==








==

00

00
)2()0(    ,

10

01
)2()0( 1111 NXXNXX ππ &&  

фундаментальная матрица 

[ ]
[ ]
[ ]













∈−

∈−

∈

=

K

,6,4   ),4(

,4,2   ),2(

,2,0    ),(

)(
1

1

1

NNtNtX

NNtNtX

NttX

tX
πππ
πππ

π

 

на полуоси [ )+∞,0  является непрерывно-дифференцируемой, следовательно, система 

[ ]
[ ]
[ ]













∈−
∈−

∈

=

K

,6,4   ),4(

,4,2   ),2(

,2,0    ),(

)(
1

1

1

NNtNtA

NNtNtA

NttA

tA
πππ
πππ

π

 

на [ )+∞,0  является непрерывной и Nπ2 -периодической. 

3. Нетрудно убедиться в том, что из множества )(* AS  можно выделить решения 

,,,2,1   ,0,  , 21
2

2
1

1 Niccxcxcy iiiii
K=>+=  

удовлетворяющие условиям 

 .,,2,1   ,0  ),()( 11 Niksyrky i
i

i
i

K=>=− −−  (4) 

Последнее означает, что угол между векторами )( ),( 11 −− i
i

i
i syry  равен 0180 . 

Введем в рассмотрение функцию ϕ , которая каждому ненулевому двумерному 
вектору ставит в соответствие угол между этим вектором и положительным направле-
нием оси 1ox , отсчитываемым против часовой стрелки. 

Заметим, что решения 1x  и 2x удовлетворяют следующим равенствам: 

,,,2,1     ,)1())(())(( 1
1

1
1 Nirxsx ii K=−=− −− πεϕϕ  

,,,2,1     ,)1())(())(( 1
2

1
2 Nirxsx iii K=+=− −− πδϕϕ  

из которых (с учетом Nδδδ >>> K21 ) следует, что 

,,,2,1     ),()()( 110 Njyyy j
N

jj
KK =>>> −ϕϕϕ  

где 
.,,2,1     )),(())(()( 111 Nirysyy i

j
i

jj
i K=−= −−− ϕϕϕ  

Следовательно, будут справедливы неравенства 

.,,2,1     )),0(())0(())0(())0(( 221 Njxyyy N
KK =<<<< ϕϕϕϕ  

Проследим за поведением любого фиксированного решения )(* ASyi ∈  на про-
межутке 

( ] ( ] ( ] ( ]NN rsrssrN ,,,2,0 11000 −∪∪∪= Kπ . 

На участке 
 ( ]11, −− ii sr  (5) 

решение iy , в силу (4), поворачивается против часовой стрелки ровно на 

,180))(())(( 0
11 =− −− i

i
i

i rysy ϕϕ  а на участке 
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 ( ]ii rs ,1−  (6) 

решение iy , поворачиваясь по часовой стрелке, занимает исходное направление 

 ( ).,)( 211
ii

i
i ccry =−  (7) 

На каждом из промежутков 

 ( ] 2,,0    ,, −= ijsr jj K , (8) 

решение iy  поворачивается против часовой стрелки более чем на 0180  (но менее чем 

на 0270 ), а на каждом из промежутков 

 ( ] 1,,2,1    ,,1 −=− ijrs jj K , (9) 

решение iy  совершает такие же, что и в предыдущих промежутках, повороты по часо-
вой стрелке и занимает каждый раз исходное место (7). 

На каждом из промежутков 

 ( ] 1,,1,    ,, −+= Niijsr jj K , (10) 

решение iy  поворачивается против часовой стрелки менее чем на 0180 , а на каждом из 
промежутков 
 ( ] 1,,1,    ,, 1 −+=+ Niijrs jj K , (11) 

совершает такие же, что и в предыдущих промежутках, повороты по часовой стрелке и 
занимает каждый раз исходное направление (7). 

Любой вектор, совершающий поворот не менее чем на 0180  (но менее чем на 
0270 ), бывает ортогональным либо один раз, либо два раза любому другому наперед за-

данному ненулевому вектору. Поэтому можно указать такой вектор im , что на каждом из 

промежутков (5), (6) , (8), (9) решение iy  бывает только раз ортогонально этому вектору. 

Вектор, совершающий поворот менее чем на 0180 , бывает ортогональным либо 
один раз, либо ни разу любому другому ненулевому вектору. Поэтому можно указать та-
кой вектор im , что решение iy  на каждом из промежутков (10), (11) не будет ни разу ор-

тогонально этому вектору. Нетрудно заметить, что вектор im  обслуживает и вектор im  в 

том смысле, что вектору im  решение iy  бывает только раз ортогонально этому вектору 
на каждом из промежутков (5), (6) ,(8), (9). Таким образом, справедливы равенства 

 Niirmyrmy N
ii

N
i

Rm
,,2,1    ,2),,(),,(inf

2
K===

∈
νν . (12) 

5. Для вычисления частот произвольного периодического решения )(* ASyi ∈ за-
дадим последовательность 

,0     ,2 01 ≡+= − tNtt kk π  

обладающую свойствами 

.1
2

1 lim lim   , lim
11

=







+=+∞=

−
+∞→

−
+∞→+∞→

k
k

k

k

k
k

k t

N

t

t
t

π
 

Тогда по лемме, при любом { }Ni ,,2,1 K∈ , имеем 

,
2

),,(
inf

2

),,(
liminf

),,,(

liminf)( 111
1

222 N

i

N

tmy

kN

tmyk

t

ttmy
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i
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kRm
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.
2

2
lim

2

),,(
inflim

),,,(

inflim)( 11
1

22 N

i

N

i

kN

tmyk

t

ttmy

y
k

i

Rmk
k

k

j
jj

i

Rmk

i ===≡
+∞→∈+∞→

=
−

∈+∞→

∑

π
νπ

νπ
ζ  

Таким образом, установили 

 .,,2,1     ,)()( Ni
N

i
yy ii

K=== ζσ  (13) 

6. Обозначим через ).0()0( 21 xy N ≡+  Для фиксированного { }Ni ,,2,1 K∈  произ-

вольное решение )(* ASz ∈  с начальными условиями 

[ )))0(()),0(())0(( 1+∈ ii yyz ϕϕϕ  

обладает свойствами: 
– на каждом из промежутков ( ] 1,,1,0  ,, −= ijsr jj K , поворачивается против часо-

вой стрелки более чем на 0180  (но менее чем на 0270 ); 
– на каждом из промежутков ( ] ijrs jj ,,2,1  ,,1 K=− , совершает такие же, что и в 

предыдущих промежутках, повороты по часовой стрелке и занимает каждый раз ис-
ходное направление; 

– на каждом из промежутков (10) поворачивается против часовой стрелки менее 
чем на 0180 ; 

– на каждом из промежутков (11) совершает такие же, что и в предыдущих про-
межутках, повороты по часовой стрелке и занимает каждый раз исходное направление. 

Поэтому на основании п. 5 настоящего доказательства для решения )(* ASz ∈ вы-
полняются равенства 

N

i
zz == )()( ζσ . 

Следовательно, значения, задаваемые равенствами (13), являются существенными 
и метрически, и топологически. 

Теорема доказана полностью. 

Замечание. Доказанная теорема остается в силе и после замены верхнего предела 
в определениях полной и векторной частот на нижний предел. 
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