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Аннотация 
Получено эффективное необходимое условие стабилизируемости линейных стационарных 

управляемых систем обратной связью с запаздыванием в форме Пирагоса и ее обобщения. Из полу-
ченного условия следует, что если число положительных собственных значений матрицы исходной 
системы нечетно, то система не может быть стабилизируема указанными выше обратными связя-
ми. Полученное условие может быть использовано при решении задач стабилизации неустойчивых 
состояний равновесия линейных управляемых систем, а также при локальном анализе линейных сис-
тем с хаотическим поведением вблизи неустойчивых состояний равновесия обратной связью по Пира-
госу и в ее обобщенной форме. 
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On necessary stabilizability condition of unstable equilibria 
of linear systems by extended Pyragas’ delayed feedback 

Abstract 
In this paper a necessary effective stabilizability condition of unstable equilibria of linear controllable 

systems by extended Pyragas’ time-delayed feedback is obtained. It follows from this condition that if the num-
ber of positive eigenvalues of original matrix is odd, then the system can never be stabilized by generalized Py-
ragas’ delayed feedback. The condition obtained can be used in solving stabilization problem of unstable linear 
controllable systems by Pyragas’ delayed feedback and its extended form, as well as for local analysis of nonlin-
ear control systems with chaotic behavior in the neighborhood of unstable equilibria. 
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1. Введение 

Одной из основных задач теории управления является стабилизация неустойчи-
вых объектов, в частности, стабилизация динамических систем с неустойчивыми со-
стояниями равновесия. Проблемы стабилизации динамических систем интенсивно изу-
чались в последние четыре десятилетия (см. библиографию в [1] и обзорные статьи [2, 
3]). Наиболее эффективные методы и алгоритмы стабилизации построены для линей-
ных стационарных систем. Одной из проблем, стимулировавшей немало публикаций в 
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последнее десятилетие, была проблема Брокетта о стабилизации линейной стационар-
ной системы с помощью нестационарной обратной связи [4]. Решение этой проблемы в 
ряде важных для практики случаев было дано в работах Г.А. Леонова [5, 6] и Л. Моро и 
Д. Аэлса [7]. Другой важной в прикладных дисциплинах и инженерной практике про-
блемой, вызвавшей в последние два десятилетия огромное число публикаций, является 
проблема управления хаосом. 

Согласно К. Пирагосу [8] более 1500 статей были посвящены управлению хаосом 
и смежным с ним вопросам. Первоочередной задачей в этом направлении исследований 
является стабилизация хаоса, которая осуществляется, как правило, стабилизацией не-
устойчивых периодических орбит и неустойчивых состояний равновесия, встроенных в 
странные аттракторы динамических систем с хаотическим поведением. В своей пио-
нерской работе [9] К. Пирагос (K. Pyragas) предложил весьма эффективный метод ста-
билизации неустойчивых периодических орбит и состояний равновесия систем с хао-
тическим поведением траекторий, в частности, в системах Лоренца и Ресслера. Этот 
метод заключается во введении в систему обратной связи с запаздыванием, которая 
формируется специальным образом, а именно как величина, пропорциональная разно-
сти значений выходного сигнала в текущий момент времени и значения этого сигнала в 
некоторый предыдущий момент времени. Позже появилось большое число модифика-
ций метода Пирагоса, расширяющие его область применения. Одной из первых и чаще 
применяемых таких обобщенных методов стабилизации является предложенный в ра-
боте [10] метод, состоящий в построении обратной связи в виде бесконечного ряда (или 
суммы с конечным числом слагаемых, содержащих время запаздывания), члены кото-
рого содержат информацию о предыдущих состояниях системы. 

Следует отметить, что введение в систему обратной связи с запаздыванием при-
водит, как правило, к необходимости рассмотрения системы дифференциальных урав-
нений с запаздывающим аргументом, изучение которой представляет определенные 
математические трудности. Даже линейный анализ таких систем непрост из-за наличия 
бесконечного числа показателей Флоке, характеризующих устойчивость стабилизируе-
мой орбиты, или бесконечного числа нулей соответствующего характеристического 
квазиполинома, характеризующего устойчивость стабилизируемого состояния равнове-
сия линейной стационарной системы. Тем не менее некоторые общие аналитические 
результаты были получены в работах [11-13] и работах других авторов (см. библиогра-
фию в [8]). В этих работах было показано, что обобщенный метод Пирагоса, предло-
женный в [10], может стабилизировать только определенный класс систем с неустойчи-
выми состояниями равновесия и неустойчивыми периодическими орбитами. В общем, 
основной результат в указанных выше работах состоял в том, что любая неустойчивая 
периодическая орбита с нечетным числом положительных показателей Флока не может 
быть стабилизируема никаким выбором обратной связи в форме Пирагоса и ее обобще-
ния. Это необходимое условие стабилизируемости было фактически доказано только 
для неавтономных систем. 

Для автономных систем соответствующее необходимое условие стабилизируемо-
сти неустойчивых периодических орбит получено в работе [14]. Следует отметить, что 
вопрос об ограниченности области применения метода Пирагоса и его обобщения не-
четным числом положительных показателей Флоке (odd number limitation) был предме-
том интенсивного обсуждения в литературе в течение почти десяти лет до тех пор, пока 
это утверждение не было опровергнуто для автономных систем в работе [15]. Отметим, 
что необходимые и/или достаточные аналитические условия стабилизируемости дву-
мерных линейных систем получены в работах [16-19]. Для трехмерных систем условия 
стабилизируемости даны в [20]. 

В настоящей заметке нами получено общее необходимое условие стабилизируе-
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мости неустойчивых состояний равновесия линейных управляемых стационарных сис-
тем с помощью обратной связи по Пирагосу и ее обобщения. Из этого условия как 
следствие вытекает, что отсутствие нечетного числа положительных корней характери-
стического полинома соответствующей линейной системы является необходимым ус-
ловием стабилизируемости неустойчивых состояний равновесия этой системы по схеме 
Пирагоса и ее обобщения. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим линейную управляемую систему 

 ),()(),()()( tCxtytButAxtx =+=&  (1) 
где ∈)(tx ℝ

n – вектор состояния в момент времени t; ∈)(tu ℝ
m – управление (вход), 

∈)(ty ℝ
l – выход; A, B и C – вещественные постоянные матрицы размеров mnnn ×× ,  и 

nl ×  соответственно. 
Системы вида (1) представляют собой важный класс для анализа нелинейных 

управляемых систем в окрестности состояния равновесия )0,0( == ux . К системам ви-
да (1) сводятся также линейные периодические системы, возникающие как уравнения в 
вариациях нелинейных систем в окрестности их периодических орбит. 

Введем в систему (1) обратную связь с запаздыванием вида [10] 

 
( ) ],)()1[()(

1

1
∑

∞

=

− −−−=
n

n tyntyrrKtu τ  (2) 

где K – ненулевой матричный параметр размера )1,0[, ∈× rlm  – вещественный пара-
метр, который можно интерпретировать как параметр памяти, взвешивающий инфор-
мацию о предыдущих состояниях системы, 0>τ  – положительный параметр. Заметим, 
что если 0=r , то обратная связь (2) принимает вид 

 )],()([)( tytyKtu −−= τ  (3) 

который был предложен первоначально К. Пирагосом для стабилизации неустойчивых 
периодических орбит, содержащихся в странном аттракторе хаотической системы 
Ресслера. 

Система (1), замкнутая обратной связью (2), имеет вид 
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Уравнение (4) представляет собой векторное дифференциальное уравнение с за-
паздывающим аргументом. В (1) отклонения τn  аргумента кратны одному и тому же 
числу 0>τ . 

Задача состоит в том, чтобы получить эффективное необходимое условие стаби-
лизируемости системы (1) обратной связью (2). Здесь под эффективным условием по-
нимается условие, выраженное через собственные значения матрицы A исходной сис-
темы (1). Другими словами, задача заключается в том, чтобы получить условие, при 
котором система (4) не является асимптотически устойчивой ни при каком выборе мат-
рицы K и параметра 0>τ . 

3. Формулировка результата 

Имеет место следующая 
Теорема. Пусть для системы (1) выполнено условие 

 NnAn ∈<− ,0det)1( . (5) 

Тогда стабилизация системы )0( == uAxx&  невозможна обратной связью (2) ни при ка-
ком выборе матрицы K, параметра )0,1[∈r  и времени запаздывания 0>τ . 
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Таким образом, условие 0det)1( ≥− An  является необходимым условием стабили-
зируемости системы (1) обратной связью (2). 

Следствие. Предположим, что в системе (1) 0det ≠A . Тогда если число положи-
тельных собственных значений матрицы A нечетное, то система Axx =&  не может быть 
стабилизируема обратной связью (2) ни при каком выборе матрицы K, параметра памя-
ти r и запаздывания 0>τ . 

Утверждения теоремы и следствия справедливы и для обратной связи (3) по Пи-
рагосу, которая является частным случаем (2). 

4. Доказательство теоремы и следствия 

Доказательства теоремы и следствия элементарные. При доказательстве теоремы 
будет использован следующий критерий асимптотической устойчивости нулевого ре-
шения уравнения (4) [см. 21, с. 118]: необходимым и достаточным условием асимпто-
тической устойчивости нулевого решения уравнения (4) является условие отрицатель-
ности вещественных частей всех корней характеристического квазиполинома уравне-
ния (4). 

4.1. Доказательство теоремы. Характеристический квазиполином замкнутой 
системы (4) имеет вид 

=−−−−=∆ ∑
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−− )]1)1[(det(),,;(
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1
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nn errBKCAErK τλλτλ  

 ),)(det( BKCHAE λλ +−=  (6) 
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)exp(1
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r
H  (7) 

Поскольку ,0)0( =H  то для любых K, )1,0[∈r  и 0>τ  

 .det)1()det(),,;0( AArK n−=−=τ∆  (8) 

Далее, функция ),,;( τλ rK∆  из (6), (7) обладает следующими свойствами: 

1) функция ),,;( τλ rK∆  непрерывна по λ  на ),0[ ∞+  при любых фиксированных 
значениях K, )1,0[∈r  и 0>τ ; 

2) +∞→∆ ),,;( τλ rK  при +∞→λ , так как 

( )( ) +∞→+− BKCHAEn λλλλ )(det  

при +∞→λ  для любых rK ,  и 0>τ . 
Из свойств 1), 2) функции ),,;( τλ rK∆  и равенства (8) следует, что если 

,0det)1( <− An  то существует положительное число 00 >λ  такое, что 

,0),,;( 0 =∆ τλ rK  то есть характеристический квазиполином (6), (7) имеет по крайней 

мере один положительный корень для любых )0,1[, ∈rK  и 0>τ . Следовательно, со-
стояние равновесия 0=x  замкнутой системы (4) не является асимптотически устойчи-
вым, каковы бы ни были значения параметров )0,1[, ∈rK  и 0>τ , то есть стабилиза-
ция системы (1) невозможна обратной связью (2) ни при каких значениях )0,1[, ∈rK  и 

0>τ . Теорема доказана. 
4.2. Доказательство следствия. Из равенства (8) имеем 

 
∏

=

−=∆
n

j
j

n ArK
1

),()1(),,;( λτλ  (9) 
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где )(Ajλ  – собственные значения матрицы A. 

Пусть qp,  и c  обозначают соответственно число положительных, число отрица-
тельных и число комплексно-сопряженных пар собственных значений матрицы A. В 
силу условия следствия имеем: .2 ncqp =++  

Рассмотрим два случая: 1) n – четное; 2) n – нечетное. 
В случае 1) (n – четное), если p  – нечетное, то q  тоже нечетное. Следовательно, 

произведение собственных чисел )(Ajλ  отрицательно. Поэтому из (9) получаем 

).0),0,1[,(0),,;0( >∀∈∀∀<∆ ττ rKrK  

В случае 2) (n – нечетное), если p  – нечетное, то q  – четное. Следовательно, из 
(9) имеем 

).0),0,1[,(0),,;0( >∀∈∀∀<∆ ττ rKrK  

В обоих случаях 1) и 2) в силу (9) справедливо неравенство (5). Теперь остается 
применить теорему. Следствие доказано. 

Заключение 

В заметке получено эффективное необходимое условие стабилизируемости ли-
нейных стационарных управляемых систем обратной связью с запаздыванием в форме 
Пирагоса [9] и в ее обобщенной форме, предложенной в работе [10]. Это условие за-
ключается в том, что если число положительных собственных значений матрицы ис-
ходной системы нечетно, то стабилизация системы указанными выше обратными свя-
зями не возможна ни при каких значениях параметров, входящих в рассматриваемые 
обратные связи. Таким образом, определяемое нечетностью числа положительных кор-
ней характеристического квазиполинома ограничение области применения обратной 
связи по Пирагосу и ее обобщения (так называемое в иностранной литературе «odd 
number limitation») остается верным и для неустойчивых состояний равновесия авто-
номных линейных управляемых систем. 
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