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1. Введение 

Управление динамическими системами является одной из классических задач в 

прикладных науках, а стабилизация систем – одна из важнейших проблем в теории 

управления. Различные вопросы, касающиеся проблемы стабилизации динамических 

систем, интенсивно изучались в последние четыре десятилетия и в настоящее время эти 

вопросы остаются в центре внимания многочисленных исследователей (см. библиогра-

фию в [1], а также обзорные статьи [2, 3]). Повышенный интерес к проблемам стабили-

зации мотивируется прежде всего запросами практики управления. Наиболее эффек-

тивные алгоритмы стабилизации разработаны для линейных стационарных систем. 

Следует отметить, что в линейной теории управления остается еще много нерешенных 

трудных задач (см. [3]). 

Возникает вопрос: каковы возможности линейной стационарной обратной связи с 
запаздыванием для стабилизации линейных неустойчивых стационарных систем? 

Хорошо известно [4], что для достаточно малых и достаточно больших запазды-

ваний такая стабилизация невозможна. Одной из мотиваций к исследованию задач ста-
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билизации путем введения запаздывания в обратную связь явились компьютерные экс-

перименты К. Пирагоса (K. Pyragas) [5-9] по стабилизации хаоса. В своей пионерской 

работе [5] Пирагос предложил весьма мощный и эффективный метод стабилизации не-
устойчивых периодических орбит, встроенных в странные аттракторы динамических 

систем с хаотическим поведением, в частности, в системах Лоренца и Ресслера. Этот 
метод состоит во введении в систему обратной связи с запаздыванием специального 

вида, которая формируется пропорционально разности значений выходного сигнала в 

текущий момент времени и значения этого сигнала в некоторой предыдущий момент 
времени. Первоначально примененный для стабилизации неустойчивых периодических 

орбит этот метод оказался эффективным и для стабилизации неустойчивых состояний 

равновесия [10-13]. 

В настоящей статье задача линейной стационарной стабилизации с запаздывани-

ем решается для случая двумерных линейных управляемых систем. Здесь получены не-
обходимые и/или достаточные условия стабилизируемости неустойчивых линейных 

систем второго порядка с постоянными коэффициентами путем введения в систему об-

ратной связи с запаздыванием по Пирагосу. Эти условия получены на основе D-

разбиения пространства параметров рассматриваемой системы. Оказывается, что ли-

нейная система в седловом случае не является стабилизируемой. Некоторые частные 
результаты по стабилизации рассматриваемой системы были анонсированы в [14, 15]. 

Вопрос о стабилизации рассматриваемой системы с помощью стандартной обратной 

связи с запаздыванием рассматривался в работе [16]. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим линейную управляемую систему со скалярным входом и скалярным 

выходом 

 ( ) ( ) ( ) ( )tcxytbutAxtx =+= ,� , (1) 

где ( )∈tx R
2

 – вектор состояния в момент времени t; ( )∈tu R – управление (вход), 

( )∈ty R – выход; A, b, c – вещественные постоянные матрицы размеров 12,22 ××  и 

21×  соответственно. 

Системы вида (1) представляют собой важный класс для анализа нелинейных 

управляемых систем в окрестности состояния равновесия ( )0,0 == ux . К системам ви-

да (1) также сводятся линейные периодические системы, возникающие как системы 

уравнений в вариациях в окрестности их периодических орбит. 
Предположим, что система (1) управляема. Введем в систему (1) обратную связь 

по Пирагосу [5] 

 ( ) ( ) ( )( )τ−−−= tytyktu , (2) 

где 0≠k  и 0>τ  – варьируемые параметры. 

Основная задача заключается в том, чтобы найти такие значения параметров k и 

τ , чтобы система (1), замкнутая обратной связью (2), оказалась бы асимптотически ус-
тойчивой. 

Замкнутая система (1), (2) представляет собой линейное дифференциальное урав-

нение с запаздывающим аргументом относительно вектор-функции ( )tx , где k и τ  – 

параметры. 

3. Формулировка результата 

Приведем систему (1) невырожденным линейным преобразованием координат к 

каноническому виду [17, c. 239] 
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где 
2121

,,, ccaa  – вещественные параметры. Приведение системы (1) к виду (3) возмож-

но в силу управляемости системы (1). 

В работах [14, 15] были даны необходимые и достаточные условия стабилизируе-

мости системы (3) в случаях 

0,0)2,0,0)1
2121
≠==≠ cccc  

и в случае, когда 1,0
21
=> cc . 

В настоящей статье рассматривается случай произвольных 
1

c  и 
2

c  таких, что 

.1,0
21
≠≠ cc  В этом случае здесь нами получено достаточное условие стабилизируе-

мости системы (3) обратной связью (2). Это условие расширяет область стабилизации 

{ }
12

ca > , полученной в [14, 15]. 

Введем в рассмотрение числа 

σ
σ

σ
σσ

πσπσ
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min,

sin

cosmin
]2,0[

1
]2,0[

0 ∈∈
=







 += mm  

( )2172,0,0419,1
10
−≈−≈ mm . 

Имеет место следующая 

Теорема. Пусть в системе (3) 0,0
21
≠≠ cc . Тогда система (3) стабилизируема об-

ратной связью (2), если выполнено хотя бы одно из условий 

0,0)
121
>> acca ; 

212121
,0,0) ccaaccb >>< ; 
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Замечание. В обоих случаях 0
21
>cc  и 0

21
<cc  условие 0

1
>a  является необхо-

димым для стабилизируемости системы (3) обратной связью по Пирагосу. Таким обра-
зом, в случае 0

21
>cc  условие а) теоремы является необходимым и достаточным. 

4. Доказательство теоремы 

Замкнутая система (3), (2) имеет вид 

 ( ) ( ) ( ) ( )τ−+−= tkbcxtxkbcAtx� , (4) 

где 

 ( )
21

21

,

1

0

,

10

cccb

aa

A =








−
=









−−
= . (5) 

Характеристическое уравнение системы (4), (5) представляет собой квазиполином 

 ( ) ( ) ( ) ( )
121122

2

2121
,;,;,; czckekcazkcazkccaazF

z ++−+−+≡ −ττ . (6) 

Как хорошо известно [4, c. 118], для асимптотической устойчивости линейной 

системы (4), (5) необходимо и достаточно, чтобы все корни характеристического поли-

нома (6) лежали в левой полуплоскости 0Re >z  плоскости комплексного переменного 

∈z C. 

Далее доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 1 из [16] или 

теоремы 3 из [15]. Оно основано на применении метода D-разбиения пространства 
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R { }
21

2

, aa
a
=  коэффициентов квазиполинома (6) с последующим использованием теоре-

мы Руше о нулях аналитической функции [18, c. 160]. 

Определим границу τΓ
,k

 D-разбиения пространства коэффициентов R
2

a
 квазипо-

линома F из (6). Она представляет собой образ мнимой оси iyz =  плоскости комплекс-

ного переменного z  в R
2

a
 при отображении ( )

21
, aaaz =→ , определяемом уравнением 

( ) 0;; =cazF  ( ( )
21

,ccc =  – фиксировано). Имеем ( ) 0;; =caiyF , или после разделения 

вещественной и мнимой частей 

 

( ) ( )
( ) ( )




+−=
+−−=

,cossin

,cossin

2212

112

2

1

kcykcyykca

kcykcyykcya

ττ
ττ

 (7) 

при 0≠y  и 0
1
=a  при 0=y . 

Таким образом, граница τΓ
,k

 состоит из особой прямой { }0
1
== aK  и кривой τ,k

L , 

определяемой параметрическими уравнениями (7): ττΓ
,, kk

LK ∪= . В силу четности 

функций ( )ya
1

 и ( )ya
2

 достаточно рассмотреть (7) для 0≥y . 

Кривая τ,k
L , выходя (при 0=y ) из точки ( )

121
,0 ckaa τ== , при достаточно малых 

τ  колебательным образом поступательно навивается на ось абсцисс 
1

a , а при больших 

значениях τ  она движется возвратно-поступательно, т.е. возникают точки самопересе-

чения и, следовательно, кривая τ,k
L  содержит петли. Поэтому при малых τ  кривая (7) 

устроена проще. С помощью теоремы Руше будет показано, что выше кривой (7) рас-
полагается область устойчивости S . Затем подберем значения τ,k  такие, чтобы точка 

( )
21

,0 aa >  оказалась в области S. Проще всего это сделать для малых τ . Ясно, что ус-

ловием отсутствия петель является неравенство ( ) 0
1

≥′ ya . 

Обозначим через p

k
D τ,  область в плоскости R

2

a
 параметров 

1
a  и 

2
a , точкам кото-

рых соответствуют квазиполиномы вида (6) с одинаковым числом p корней в правой 

полуплоскости 0Re >z  плоскости комплексного переменного z . 

Как и в доказательстве теоремы 3 из [15], применяя теорему Руше к функциям 

( ) ( ) ( )
1122

2

21
,; kcazkcazaazf −+−+=  

и 

( ) ( ) ( )zczckz τϕ −+= exp
12

, 

устанавливаем, что единственной областью ( )0
0

,
=pD

k τ  будет область, лежащая выше 

кривой τ,k
L  в правой полуплоскости .0

1
>a  

Возможны четыре случая: 

0,0);0,0);0,0);0,0)
21212121
<>><<<>> ccDccCccBccA . 

Случай A: 0,0
21
>> cc . 

Пусть ),(
21

aa  – произвольная точка с 0
1
>a . Будем считать 0<k . Кривая τ,k

L  

начинается (при 0=y ) в точке ( )
1

,0 ckτ  на отрицательной полуоси 
2

a . Возьмем отри-

цательное число 
2

a<β . Выберем k и τ  такими, чтобы βτ =
1

ck . При таком выборе па-

раметров k и τ  производная 

 ( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ,,sin1cos2)(
212111

ycccccya τσσστσβτσ =−+−+=′  (8) 

заведомо положительна на интервале )2,0( τπ , а производная 
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 ( ) ( ) ( )[ ]στσσσσβτ sin1cos
1

2

2

2

2
−+=′ ccya  (9) 

отрицательна на интервале ( )( )ττσ
0

,0  при достаточно малых τ , где ( )τσ
0

 – наимень-

ший положительный корень уравнения 

 ( ) στστσ
1

2

21
cccctg −= . (10) 

(Здесь ( ) ( )ππτσ ,2
0

∈ ; ( ) πτσ →
0

 при 0→τ .) 

Заметим, что при 0→τ  

( ) ( ) ( ) 02233;0
1211212

−→+−−= cccccdada βτβτβττ  

и 0
12
<dada  на том участке кривой τ,k

L , который соответствует промежутку 

.20 τπ<< y  

Возьмем прямую l , проходящую через точку ( )β,0  оси 
2

a  и точку 

( ) ( )( )τπτπ
21

, aa  на кривой τ,k
L . Так как 

( ) ( ) ( )
12

22

1
2,2 caa τβτπτβτπτπ =+= , 

то при достаточно малом τ  угловой коэффициент прямой l  будет отрицательным и, 

следовательно, точка ( )
21

, aa  с 0
1
>a  и β>

2
a  окажется выше прямой l , а значит, и 

выше кривой τ,k
L , то есть ( ) τ,21

,
k

Daa ∈  при достаточно малом τ  и соответствующем 

1
ck τβ= . Таким образом, стабилизация системы (6) обратной связью (2) возможна при 

любом 0
1
>a  и любом 

2
a . 

Случай B: .0,0
21
<< cc  

Пусть ( )
21

, aa  – произвольная точка с 0
1
>a . Будем считать 0>k . Выбираем зна-

чения k,β  и τ , как и выше для случая A. Тогда совершенно аналогично, как и в случае 

A, получаем, что при достаточно малых τ  точка ( ) 0

,21
, τk

Daa ∈ , т.е. стабилизация воз-

можна при любом 0
1
>a  и любом 

2
a . 

Случай C: .0,0
21
>< cc  

Пусть ),(
21

aa  – произвольная точка на плоскости R
2

a
 с 0

1
>a  и 

212
cca > . Пусть 

0>k . Возьмем число β , удовлетворяющим условиям: 
221

acc << β , если 0
2
<a , и 

0<β , если 0
2
≥a . Выберем k  и τ  такими, чтобы βτ =

1
ck . Тогда из (8) и (9) следует, 

что при достаточно малых τ  соответствующая функция ( )ya
1

 будет возрастающей на 

всей полуоси );0[ ∞+  (в силу неравенства 
21

cc>β ), а функция )(
2

ya  – возрастающей 

на промежутке [ )ττσ )(;0
0

 и убывающей на интервале ( )ππττσ 2;)(
0

, где )(
0 τσ  – 

наименьший положительный корень уравнения (10). (Здесь 23)(
0 πτσπ << , 

( ) πτσ →0

 при 0→τ .) Поскольку функции ( ) 3

sincos σσσσ −  и σσsin  ограничены 

на полупрямой ),0[ ∞+  (их пределы при 0+→σ  существуют), то производная 

( ) ( )[ ]
( )[ ] ( )y

cccc

cc

da

da τσ
σστσβ
σσσσσσττ =

−+−
+−⋅=
sin1cos2

sinsincos

2121

3

21

1

2

 

по абсолютной величине будет сколь угодно малой для всех [ )∞+∈ ;0σ  при достаточно 

малых τ . Поэтому при некотором достаточно малом 0>τ  кривая τ,k
L  окажется ниже 

точки ( )
21

, aa , и, следовательно, ( ) 0

,21
, τk

Daa ∈  при достаточно малом τ  и соответст-

вующем 
1

ck τβ= . Значит, стабилизация системы (6) возможна при 0
1
>a  и 

212
cca > . 
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Пусть теперь 0<k . Тогда 0>β , где 
1

ckτβ = . Из условия ( ) 0
1

≥′ ya  отсутствия 

петель у кривой τ,k
L  имеем из (8): 

 ( ) .2sin1cos
2121
βσστσ cccc ≥−+  (11) 

Неравенство (11) будет выполнено, если 

 .2
21211
βτ ccccmm ≥−  (12) 

Будем брать β  из интервала ( )
21

2,0 mcc . Из неравенства (12) получаем проме-

жуток изменения 0>τ , для каждого значения которого соответствующая функция 

)(
1

ya  – возрастающая на всей полуоси ),0[ ∞+ . Этот промежуток зависит от β : 

( ) ( ) ( ) ( ).2,0,2,0
211112

**

mcccmcmc ∈−=≤< ββββτβττ  

Далее, производная )(
2

ya′  из (9) отрицательна на промежутке [ ))(,0
0 τσ , положительна 

на ( )( ]τπττσ 2,
0

 и ( )( ) 0
0

2
=′ ττσa , где ( )τσ 0

 – наименьший положительный корень 

уравнения (10) ( ( ) πτσ →0

 при )0→τ . Поэтому точка ( ) ( )( )τστσ 0

2

0

1
, aaQ , 

( )τσσ 00 = , на кривой τ,k
L  будет самой нижней на том участке этой кривой, который 

соответствует значениям ( )τπ2,0∈y . При изменении τ  в промежутке ( ])(,0
* βτ  точка 

Q будет описывать нижнюю границу области, где возможна стабилизация. Чтобы по-

лучить явные алгебраические уравнения границы βΓ  подобласти βG  области стабили-

зации S, возьмем «соседнюю» с точкой Q точку P на кривой τ,k
L , соответствующую 

значению τπ=y , и найдем ее координаты. Имеем 

 





=
+=
,2

,2

22

22

11

kca

kca τπ
 (13) 

где 
1

ck τβ= , ( )( ]βττ *

,0∈ . Из (13), учитывая, что 

( ) ( ) ,

2

,

21

2

1**

ccm

m

kkk

−
=≤<∞−
β

βββ  

получаем уравнение границы βΓ : 

,

2

2

,

4
21

2

21

22

2

2

2

2

1

2

2

2

1

1

ccm

cm

a

a

c

c

a

c

c

a

−
<<∞−








+=

β
β

β
π

 

где 
21

20 mcc<< β . Соответствующая подобласть βG  задается неравенствами 

.

2

2

,

4
21

2

21

22

2

2

2

2

1

2

2

2

1

1

ccm

cm

a

a

c

c

a

c

c

a

−
<<∞−








+>

β
β

β
π

 

Объединение всех областей βG  ( )
21

20 mcc<< β  будет областью, где возможна 

стабилизация системы (3). 

Случай D: 0,0
21
<> cc . 

Пусть ( )
21

, aa  – произвольная точка с 0
1
>a  и 

212
cca > . Пусть 0<k . Выбрав k и 

τ  так, чтобы βτ =
1

ck , где число β  удовлетворяет неравенствам 
221

acc << β , если 

0
2
<a  и неравенству 0<β , если 0

2
≥a , как и выше в случае C, получим, что стабили-

зация системы (3) возможна при указанных выше значениях параметров 
1

a  и 
2

a . 
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Пусть теперь 0>k . Тогда совершенно аналогично, как и в предыдущем случае C, 

для 0<k  придем к заключению, что область, определяемая неравенствами из условия 

с) теоремы, является подобластью G области стабилизации S. Теорема доказана полно-

стью. 

5. Заключение 

В статье получены необходимые и/или достаточные условия стабилизируемости 

двумерных линейных стационарных систем обратной связью с запаздыванием по Пира-

госу. Выявлены возможности стабилизации двумерных систем обратной связью по Пи-

рагосу. В случае 0
21
>cc  область стабилизации по Пирагосу ýже по сравнению с обла-

стью стабилизации (R
2

21
aa

), даваемой обратной связью без запаздывания ( ) ( )tkytu = . В 

случае 0
21
<cc  условие c) теоремы расширяет область стабилизации, даваемая теоре-

мой 3 из [15]. 
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