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Введение 

Для заданного натурального n  обозначим через n

E  множество линейных одно-

родных уравнений n -го порядка 
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(каждую такую строку будем отождествлять с соответствующим уравнением). Про-

странство решений уравнения 
n

Ea ∈  обозначим через )(aS , а его подмножество нену-

левых решений – )(
*

aS . 

Определение 1 [1]. Скалярной частотой нулей решения )(
*

aSy ∈  уравнения 

n

Ea ∈  будем называть величину 

),(lim)( tyv

t

y
t

πν
→∞

≡ , 

где ),( tyν  – число нулей функции y  на промежутке ];0( t . 

Определение 2 [2]. Каждому решению )(
*

aSy ∈  уравнения 
n

Ea ∈  поставим в со-

ответствие его полную и векторную частоты 
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где ),,( tmyν  – число нулей при ];0( t∈τ  скалярного произведения 

( ))1(

,...,,   ,),(
−≡ n

yyyymy �ψτψ . 

К определениям 1 и 2 добавим обозначения 

).,,(),,(),,,(),,(),(),,( smyvtmyvstmyvsyvtyvstyv −≡−≡  

Определение 3 [3, 4]. Множество всех значений показателя RaS →)(:
*

λ  назовем 

спектром этого показателя уравнения 
n

Ea ∈ . Значение показателя, принадлежащее 

спектру уравнения 
n

Ea ∈ , назовем: 

а) метрически существенным, если оно принимается на решениях )(
*

aSy ∈  мно-

жество наборов 

 ( ) nn

Ryyy ∈−
)0(),...,0(),0(

)1(

�  (1) 

начальных значений которых содержит множество положительной меры Лебега в 
n

R ; 

б) топологически существенным, если оно принимается на решениях )(
*

aSy ∈ , 

множество наборов (1) начальных значений которых, пересеченное с некоторым от-

крытым подмножеством 
n

RU ⊂ , служит дополнением в U  к множеству первой кате-
гории Бэра. 

В докладах [3, 4] И.Н. Сергеева было установлено, что: 

– спектры полной и векторной частот любого линейного автономного уравнения 

содержат одно существенное значение; 
– спектр скалярной частоты нулей линейного автономного уравнения не более 

третьего порядка может содержать максимум два существенных значения; 

– спектр скалярной частоты нулей линейного автономного уравнения более третье-
го порядка может содержать любое наперед заданное число существенных значений. 

В работе [5] доказано существование линейного дифференциального уравнения 

третьего порядка с непрерывными ограниченными коэффициентами, спектры скаляр-

ной частоты нулей, полной и векторной частот которого содержат одно и то же счетное 
множество метрически и топологически существенных значений. 

В докладе [6] М.В. Смоленцева была анонсирована теорема о существовании ли-

нейного дифференциального периодического уравнения третьего порядка с любым на-
перед заданным числом существенных значений скалярной частоты нулей. В связи с 
этим возникал вопрос: существует ли линейное дифференциальное уравнение третьего 

порядка с периодическими коэффициентами, спектры полной и векторной частот кото-

рого содержали бы любое наперед заданное число метрически или топологически су-

щественных значений? Этому вопросу посвящена настоящая работа. 

Вспомогательные результаты 

Имеют место следующие 

Лемма 1 [1]. Пусть последовательность положительных чисел ...
21
<< tt  удовле-

творяет условиям 

.1lim,lim
1 =+∞= +

→∞→∞
k

k

k
k

k t

t

t  

Тогда для любого решения )(
*

aSy ∈  любого уравнения 
n

Ea ∈  справедливы равенства: 



ISSN 2074-1065   Рецензируемый, реферируемый научный журнал «Вестник АГУ».   Выпуск 3 (142) 2014 

 - 35 - 

),(lim)(
k

k

k

tyv

t

y

πν
→∞

≡ , 

),,(inflim)(    ),,,(liminf)(
k

k

Rmk
k

k

kRm

tmy

t

ytmy

t

y
nn

νπζνπσ
∈+∞→+∞→∈

≡≡ . 

Лемма 2. Для любого Nk ∈  найдется уравнение 3

Ea
k
∈ , фундаментальная сис-

тема решений zyx ,,  которого удовлетворяет следующим условиям: 

( ) ( )
( )
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где α  – произвольное число. 

Лемма 3. Для любого Nk ∈  найдется уравнение 3

Ea
k
∈ , фундаментальная сис-

тема решений zyx ,,  которого удовлетворяет следующим условиям: 

( )
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=
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где α  – произвольное число. 

Доказательство леммы 2. 

1. Для набора функций 
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1
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при любом 0≥t  положителен, а линейное однородное уравнение, решениями которого 

они являются, имеет вид (см. [7]): 

0

cos0)cosexp()sincossin3(sin
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Раскладывая в последнем равенстве определитель по элементам последнего 

столбца, получим 
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где 
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2. Для заданного Nk ∈  введем обозначения: 

,)12(
1

π+≡ kT     ,
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π+≡TT      .3
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π+≡TT  

На отрезке ],[
41

TT  выберем непрерывно трижды дифференцируемую функцию )(tθ , 

убывающую на интервалах ),(),,(
4321

TTTT , возрастающую на ),,(
32

TT  имеющую пере-

гибы в точках 
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22
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33
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и обладающую свойствами 
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Определитель Вронского системы функций )(),(),(
32

tftftθ  на отрезке ],[
41

TT  

равен 
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Из вида функции )(tθ  следует, что функции 

],,[,cos)()(,sin)()(
4121

TTttttgtttg ∈′′=′= θθ  

принимают неотрицательные значения. А поскольку эти функции на отрезке ],[
41

TT  од-

новременно в нуль не обращаются, то имеет место неравенство 

].,[,0)(
41,,

32

TTttW
ff

∈>θ  

3. Таким образом, положительность определителя Вронского системы трижды 

непрерывно дифференцируемых функций 
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позволяет восстановить уравнение третьего порядка, решением которого она является, 

совпадающим на ),[],0[
41
+∞∪ TT  с уравнением (3). 

4. Так как функция )(tθ  на отрезке ],[
41

TT  принимает свои наибольшее и наи-

меньшее значения соответственно в точках 
32

, TT , то справедливы оценки: 

],,[,5,3)()(,2)()(
2132

TTtTtxTtx ∈∀+=≤+=≥ αθαθ  
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на основании которых на отрезке ],[
41

TT  имеем: 

.5,045,34)(4)(

,1121)(1)(

−=−−+≤−−=−−
=−−+≥−−=−−

αααθα
αααθα

ttx

ttx

 

Последние две оценки устанавливают справедливость равенства (2). 

Лемма 2 полностью доказана. 

Доказательство леммы 3 проводится аналогично. 

Основной результат 

Теорема. Для любого натурального N  найдется уравнение n

Ea ∈ , имеющее на-

бор решений 
N

yyy ,...,,
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, удовлетворяющий условиям 
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причем все эти значения частот являются метрически и топологически существенными. 

Эта теорема, анонсированная в докладе [8] и развивающая результаты доклада [9], 

обобщает теорему 1 [6] на большее число разновидностей частот. 

Доказательство теоремы. 

1. Пусть задано N . Определим множество точек 

12210
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так, что 
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Поэтому 
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2. На каждом из промежутков 

],[],...,,[],,[],,0[
122232211 −− +++

NN
tTttTttTtt  

зададим фундаментальные системы решений уравнения (3) с положительными опреде-

лителями Вронского. На отрезке ],0[
12 −N

t  построим уравнение 1

a  в соответствии с лем-

мами 2, 3 следующим образом: 

– прежде всего, на участке ],[
11

Ttt +  возьмем уравнение, переводящее набор 

 )sin,1,2)cos(exp( tt +−  (4) 

решений, заданных слева от точки 
1
t , в набор 

 )sin,1,5)cos(exp( tt +−  (5) 

решений, заданных справа от точки Tt +
1

 (здесь и далее первое решение начального 

набора переходит в первое решение конечного набора, второе – во второе, а третье – в 

третье); 

– теперь на участке ],[
22

Ttt +  возьмем уравнение, переводящее набор (5) реше-

ний, заданных слева от точки 
2

t , в набор 
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 )sin,1,8)cos(exp( tt +−  (6) 

решений, заданных справа от точки ;
2

Tt +  

– и т.д.; 

– на участке ],[
11

Ttt
NN
+−−  возьмем уравнение, переводящее набор 

 )sin,1,43)cos(exp( tNt −+−
 

(7) 

решений, заданных слева от точки 
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t , в набор 

 )sin,1,13)cos(exp( tNt −+−  (8) 

решений, заданных справа от точки ;
1

Tt
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– после этого на участке ],[ Ttt
NN
+  возьмем уравнение, переводящее набор (8) 

решений, заданных слева от точки 
N

t , в набор (7) решений, заданных справа от точки 

Tt
N
+ ; 

– на участке ],[
11

Ttt
NN
+++  возьмем уравнение, переводящее последний набор (7) 

решений, заданных слева от точки 
1+N

t , в набор 
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– и т.д.; 

– далее, на участке ],[
3232
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– наконец, на участке ],[
2222

Ttt
NN
+−−  возьмем уравнение, переводящее набор (5) 

решений, заданных слева от точки 
22 −N

t , в набор (4) решений, заданных справа от точки 

.
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Таким образом, фундаментальная система решений построенного на отрезке 
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3. Зададим последовательность 
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Благодаря тому, что 
1

s  кратно π2 , а функции tt sin,2)cosexp( +−  являются π2  

периодическими, можно определить на +
R  следующую фундаментальную систему: 
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являющуюся решением уравнения 













⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
≤≤−

≤≤−

≤≤

=
,),(

,),(

,0),(

)(

322

1

211

1

1

1

stssta

stssta

stta

ta  

с непрерывными ограниченными 
1

s -периодическими коэффициентами. 

4. Для вычисления скалярной частоты произвольного периодического решения 
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Итак, получили равенства 
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s
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5. В силу равенств (10) вычисление частот решений, построенного уравнения, 

сводится к подсчету величин (9), а для этого достаточно знать поведение решений на 

промежутке ],0(
1

s . Из множества )(
*

aSy ∈  выделим N  следующих решений 
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6. Если для каждого Ni ...,,2,1=  определить величины 
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то, в силу лемм 2, 3, имеют место равенства 
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7. Определим функцию 1)cosexp()( −−= ttu  и установим, что число нулей функции 
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)sin)(coscosexp()cosexp(sin)1)cos(exp(),(
2

321
tttmttmtmmtu +−+−+−−=ψ  

на отрезке ]2,0[ π  при любом ненулевом векторе ),,(
321

mmmm =  не меньше двух. Для 

этого проследим за значениями функции mu,ψ  в точках ππππ 2,2/3,,2/,0 : 
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Если )0(0
132
≠== mmm , то функция mu,ψ  совпадает с um
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, а значит, имеет два 

нуля. Без труда устанавливается невыполнимость следующих систем: 
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Следовательно, для значений (11)-(14) исключили восемь критических случаев, а 

все оставшиеся случаи обеспечивают существование, по крайней мере, двух нулей 

функции mtu ),(ψ  на отрезке ]2,0[ π . 

Таким образом, установили равенство ,2)2,,(inf =
∈
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n

Rm

 из которого при любом 
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На остальных частях полуинтервала ],0(
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t  все решения 
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поэтому 
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Таким образом, вспоминая равенства (10) и ),35(2
2

121
−+== − NNts

N
π  получаем, 

что для построенных решений 
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21

 справедливы цепочки равенств 
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8. Докажем, что каждое из значений частот выбранных решений (15) является су-

щественным и метрически, и топологически. 

С одной стороны, согласно теореме об изоморфизме [10], линейное пространство 

решений )(aS  изоморфно линейному пространству их начальных значений. 

С другой стороны, функции 
321

,, zzz  образуют фундаментальную систему реше-

ний a . Поэтому каждому решению )(aSy ∈  можно поставить в соответствие единст-

венную тройку коэффициентов его линейного разложения 

,,,,
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получив, тем самым, еще один изоморфизм линейных пространств )(aS  и 
3

R . 

В итоге мы имеем отображение множества начальных значений 
3

)0( Ry ∈ψ  во 

множество троек коэффициентов ,),,(
3

321
Rcccc ∈=  которое также осуществляет изо-

морфизм линейных пространств. Учитывая, что естественная топология в 
3

R  задается 

нормой и не зависит от ее выбора, без ограничения общности можно считать, что эта 

норма задается формулой { } .,,max
321

cccc =  

Таким образом, достаточно доказать, что для каждого исходного решения 
i

y  

уравнения a  возмущенное решение 
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того же уравнения при сколь угодно малом 0>ε  удовлетворяет равенствам 
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Отсюда будет следовать, что частоты исходного решения совпадут с частотами 

возмущенных решений уравнения, соответствующих точкам из некоторой окрестности 

точки )0,31,1( i−  в пространстве троек коэффициентов или, что то же, из некоторой ок-

рестности 
i

U  точки )0(
i

yψ  в пространстве начальных значений. Это сразу повлечет за 

собой и метрическую, и топологическую существенность значений (15), поскольку ме-

ра окрестности 
i

U  положительна, а дополнение к ней в 
i

U  вообще пусто. 

По теореме о непрерывной зависимости решений от начальных значений решение 

(16) на любом отрезке будет мало отличаться от 
i

y . Поэтому решение 
i

y  ни разу не 

будет обращаться в нуль на тех участках, где функция 
i

y  отделена от нуля. На осталь-

ных участках вида 

],,[],,[
2121 iNiNii
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где функция 
i

y  имеет вид 1)cosexp( −− t , решение 
i

y  представимо в виде 

,sin)1)cos(exp(
321

tcctcy
i
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где 
∗
2

c  – положительное, достаточно малое число. 

Покажем, что функция 
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на отрезке ]2,0[ π  при любом ненулевом векторе 3

Rm ∈  имеет не менее двух нулей. 

Нетрудно проверить, что следующие системы 
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не имеют места. 
Следовательно, рассмотренные восемь различных комбинаций знаков значений 

my
i
,ψ  в точках 2/3,,2/,0 πππ  не имеют места, а любая другая комбинация гаранти-

рует существование хотя бы двух нулей функции my
i
,ψ  на отрезке ]2,0[ π  и тем са-

мым установлено равенство 

 .2)2,()2,,(inf ==
∈

ππ
ii

Rm

yvmyv
n

 (18) 

Таким образом, при каждом { },...,3,2,1 Ni ∈  решение 
i

y  обладает свойством (17). 

Последнее означает, что значения, задаваемые равенствами (15), являются метрически 

и топологически существенными. 

Теорема полностью доказана. 

Замечание. Доказанная теорема остается в силе и после замены верхнего предела 
в определениях скалярной, полной и векторной частот на нижний предел. 
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