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Аннотация. Определена количественная связь между инвариантными множествами, состоя-
щими из параллельных между собой инвариантных прямых с некоторым угловым коэффициентом, и 
инвариантными прямыми полиномиального векторного поля n -ой степени. Приведены примеры воз-
можных расположений инвариантных прямых. Доказано, что во множестве полиномиальных систем 
при 4=n , имеющих определенные инвариантные множества, существуют системы с девятью инвари-
антными прямыми. 
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Рассматривается система дифференциальных уравнений 
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Исследованию векторного поля, заданного системой (1), на предмет изучения его 

инвариантных прямых и связанных с ними смежных вопросов посвящены работы [1-6]. 
Так, в работе [1] дается оценка сверху количества инвариантных прямых системы (1). 
Авторами статей [2-5] доказано, что полиномиальное векторное поле (1) при 4=n  имеет 
не более девяти инвариантных прямых. В статье [6] доказано, что число инвариантных 
прямых системы (1) с вырожденной бесконечностью при наличии у нее инвариантных 
множеств )(kM k

n  и n
AM  не превосходит ( )2212 ++ nn , если n  – четно (нечетно). 

Напомним, что система (1) называется системой с вырожденной бесконечностью 
(проективно особой) по терминологии [3-5] ([7]), если выполняется условие 

0),(),( ≡− yxyPyxxQ nn . 

Как и в работе [6], под символом )(kM k
S   ( )r

AM  будем понимать инвариантное 

множество, состоящее из S  параллельных между собой инвариантных прямых с угло-
вым коэффициентом k  (из r  инвариантных прямых, инцидентных состоянию равнове-
сия A  этой системы). 

В данной работе изучается система (1), имеющая инвариантное множество 
)( 0

0 kM k
n  и максимальное число инвариантных множеств )(2 kM k , где kk ≠0 . 

Теорема 1. Пусть система (1) имеет инвариантное множество )( 0
0 kM k

n  и хотя бы 

одно инвариантное множество )(2 kM k , где Rkk ∈,0 , kk ≠0 . Тогда посредством аффин-

ного преобразования переменных x  и y  можно привести систему (1) к системе 
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где 110 −<<< nαα K , )~,~(
~

2 yxPn−  – многочлен степени, не выше 2−n , }2,1{\Rn∈ . 

Доказательство. Под углом между множествами )( 0
0 kM k

n  и )(2 i
k kM i  условимся 

понимать угол между положительным направлением прямой )( 0
0 kML k

n∈  и прямой 

)(2 i
k kMl i∈ , отсчитываемый от положительного направления прямой L  до прямой l  в 

направлении против хода часовой стрелки. Обозначим углы между множеством 
)( 0

0 kM k
n  и множествами )( 12

1 kM k , )( 22
2 kM k , …, )(2 m

k kM m  через mϕϕϕ ...,,, 21  соответст-

венно. 

Пусть ( )mϕϕϕϕ K,,min 21= , причем πϕ << i0 , mi ,1= , )( 0ϕϕ += tgk , где 

00 ϕtgk = . Здесь 0ϕ  – угол между прямой L  и положительным направлением оси абс-

цисс, отсчитываемый от положительного направления оси абсцисс в направлении про-
тив хода часовой стрелки. 

Совершим в системе (1) преобразование 
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Согласно работе [8], преобразование (3) переводит инвариантные прямые множе-
ства )(2 kM k   ( )( 0

0 kM k
n ) в изоклину бесконечности (нуля) системы 
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где ),(2 yxPn−  – многочлен степени, не выше 2−n , 21 aa ≠ , nβββ <<< K21 . 

В результате параллельного переноса 
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где ),(1 ηµ−nP  – многочлен степени, не выше 2−n , 0≠ω , 1210 −<<<< nααα K . 

Наконец, применив к системе (5) преобразование 
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 получим систему 
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где 110 −<<< nαα K , )~,~(
~

2 yxPn−  – многочлен степени, не выше 2−n . Теорема доказана. 

Далее рассмотрим систему (6) в старых обозначениях фазовых переменных, а 
именно систему 
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Система (7) имеет инвариантные множества 
{ }0,,0,0)0( 11

0 =−=−== −nn yyyM αα K ,     { }01,0)(2 =−==∞∞ xxM . 

Сформулируем в виде утверждений свойства системы (7), вытекающие из проце-
дуры доказательства теоремы 1. 

Утверждение 1. Если существует инвариантная прямая 0L  системы (7), проходя-

щая через точку )0,0(  и отличная от осей координат, то ( ){ }0,0310 ∪∪∈ HHL , где 

( )31 HH  – первая (третья) координатная четверть. 

Утверждение 2. Если )(2 kM k  инвариантное множество системы (7), где 

{ }0\Rk∈ , то 0<k . 

Теорема 2. Пусть )( 12
1 kM k , )( 22

2 kM k , …, )(2 m
k kM m  – инвариантные множества сис-

темы (7), причем { } miRki ,1,0\ =∈ . Тогда 




 −≤
2

1n
m . 

Доказательство. Условимся считать, что прямые 0=−− f
ii bxky , mi ,1= , 2;1=f , 

принадлежат инвариантному множеству )(2 i
k kM i . Поскольку прямые 0=−− f

ii bxky  
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являются инвариантными для системы (7), то имеет место система 
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где )()()( 11 −−⋅⋅−= nyyyy ααψ K , miyxRi ,1),,( = , – многочлен степени, не выше 2−n . 

Полагая в системе (8) 0=x , получим 
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Из (9) следует, что f
iby − , 2;1,,1 == fmi , является делителем многочлена )(yψ . 

Поэтому, учитывая условия 2,1,,1,0 ==≠ fmib f
i , получим оценку 




 −≤
2

1n
m . Теоре-

ма доказана. 
Из теоремы (2) с учетом того, что система (7) имеет инвариантные множества 

)0(
0
nM , )(2 ∞∞M , получаем 

Следствие 1. Если система (1) имеет инвариантное множество )( 0
0 kM k

n , то мак-

симальное число N  инвариантных множеств )(2 kM k  этой системы удовлетворяет нера-

венству 3,,1
2

1 ≥∈+






 −≤ nNn
n

N . 

Теорема 3. Пусть система (1) при 3=n  имеет инвариантные множества )( 03
0 kM k , 

)( 12
1 kM k , )( 22

2 kM k , где Rkkk ∈210 ,, , 0))()(( 212010 ≠−−− kkkkkk . 

Тогда эта система имеет восемь инвариантных прямых. 
Доказательство. Не уменьшая общности, рассмотрим систему дифференциаль-

ных уравнений 
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CByAxxx
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 (10) 

имеющую, кроме инвариантных множеств { }0,0,0)0( 21
0
3 =−=−== αα yyyM  и 

{ }01;0)(2 =−==∞∞ xxM , инвариантное множество )(2 kM k , где 0<k . Покажем, что 

121 2, ααα =−=k . Для этого обратимся к рисунку 1. 

Пусть инвариантное множество )(2 kM k  состоит из прямых 0: 11 =−− bkxyl , 

0: 22 =−− bkxyl , причем 210 bb << . В силу утверждения 1 прямая 1l  не проходит через 

начало координат и 0<k  по утверждению 2. Следовательно, 1l  проходит через точку 

( )1,0 α . Через точку ( )2,0 α   1l  не может проходить, т.к. в противном случае 2l  пересечет 

ось ординат в точке, расположенной выше точки ( )2,0 α . Это недопустимо в силу того, 

. 
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что на прямой 2l  система (10) имеет не более трех состояний равновесия. Тем самым 

приходим к выводу, что 1l  проходит через точки ( )1,0 α  и ( )0;1 , а 2l  – через точки ( )2,0 α  

и ( )1,1 α . 

 
Рис. 1. В силу параллельности прямых 1l  и 2l  равны прямоугольники ORST  и RFGS  

В силу параллельности прямых 1l  и 2l  равны прямоугольники ORST  и RFGS . 

Следовательно, 112 ,2 ααα −== k . 

Таким образом, система (10) имеет инвариантные прямые 0: 111 =−+ αα xyl  и 

02: 112 =−+ αα xyl . 
Учитывая этот факт, путем несложных вычислений убедимся в том, что 

2
12α−=A , 13α−=B , 2

14α=C , а значит система (10) имеет вид: 

 

2 2
1 1 1

1

( 1)( 2 3 4 ),

( 1)( 2 ).

dx
x x x y
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y y y
dt

α α α

α

 = − − − +

 = − −


 (11) 

Но для системы (11) прямая 022 11 =−+ αα xy  является инвариантной. Ссылка на 
работы [1, 9], согласно которым система (11) имеет не более восьми инвариантных 
прямых, завершает доказательства теоремы. 

Пример 1. Система дифференциальных уравнений 

 










−−=

+−−−=

)2)(1(

),432)(1(

yyy
dt

dy

yxxx
dy

dx

 (12) 

имеет, кроме очевидных инвариантных множеств 
{ }01,0)(2 =−==∞∞ xxM    и   { }02;01;0)0(0

3 =−=−== yyyM , 

инвариантное множество { }02;01)1(1
2 =−+=−+=−− xyxyM  и инвариантную прямую 

x  

y  1=x  

2α=y  
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022 =−+ xy . 

Впрочем, система (12) – частный случай системы (11) при 11 =α . 

В случае 4=n  система (1), имеющая инвариантные множества )( 04
0 kM k , )( 12

1 kM k , 

)( 22
2 kM k , не всегда имеет инвариантную прямую )()()( 221204

210 kMkMkML kkk ∪∪∉ , где 

0))()(( 212010 ≠−−− kkkkkk . 

Пример 2. Множество всех инвариантных прямых системы дифференциальных 
уравнений 
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представляет собой объединение множеств 
{ }05;03;02;0)0(0

4 =−=−=−== yyyyM , 

{ }01;0)(2 =−==∞∞ xxM ,     { }052;022)2(2
2 =−+=−+=−− xyxyM . 

Пример 3. Система дифференциальных уравнений 

2 2( 1)(2 2 5 2 3),

( 1)( 2)( 3)

dx
x x x xy y x y

dt
dy

y y y y
dt

 = − + − − + −

 = − − −


 

не имеет инвариантной прямой )1()()( 1
2204

0 −∪∞∪∉ −∞ MMkML k , где 

{ },03;02;01;0)0(0
4 =−=−=−== yyyyM  

{ }01;0)(2 =−==∞∞ xxM ,     { }03;01)1(1
2 =−+=−+=−− xyxyM . 

Пример 4. Система дифференциальных уравнений 
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имеет инвариантные множества 
{ },03;02;01;0)0(0

4 =−=−=−== yyyyM  

{ }01;0)(2 =−==∞∞ xxM ,     { }032;022)2(2
2 =−+=−+=−− xyxyM , 

но не имеет инвариантной прямой )2()()0( 2
22

0
4 −∪∞∪∉ −∞ MMML . 

Однако существуют полиномиальные векторные поля четвертой степени, имею-
щие инвариантные множества )( 04

0 kM k , )( 12
1 kM k , )( 22

2 kM k  и инвариантную прямую 

)()()( 221204
210 kMkMkML kkk ∪∪∉ . 

Покажем это, для чего по теореме 1 рассмотрим дифференциальную систему 
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где 310 αα <<< K , имеющую инвариантные множества 
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 0,0,0,0 321
0
4   yyyyM ,      01,02  xxM . 

Возможные расположения инвариантных прямых множества )(2 kM k , где 0k  
исчерпываются конфигурациями, изображенными на рисунках 2-5. 

 

 
Рис. 2. Девятая инвариантная прямая L , если она существует, 

непременно проходит через точки ),0( 3  и )0,1(  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3. Девятая инвариантная прямая L  проходит либо через точки ),0( 2 и ),1( 1 , 

либо через точки ),0( 3  и )0,1(  
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Рис. 4. L  пересекает не менее пяти инвариантных прямых 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 5. L  пересекает не менее пяти инвариантных прямых 

В случаях конфигураций, изображенных на рисунках 4 и 5, система (13) имеет во-
семь инвариантных прямых. В самом деле, предполагая существование инвариантной 

прямой L  системы (13), которая не принадлежит множеству )()()0( 2
0
4 kMMM k  , 

мы тем самым допускаем, что L  пересекает не менее пяти инвариантных прямых, что 
недопустимо для полиномиального векторного поля четвертой степени. 

Обратимся к конфигурации, изображенной на рисунке 2. Девятая инвариантная 
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прямая L  системы (13), если она существует, непременно проходит через точки ),0( 3α  

и )0,1( . В силу параллельности инвариантных прямых из множества )( 12
1 αα −−M  выпол-

няется условие 213 ααα += . 

Найдем условия того, что система (13) имеет инвариантные прямые 

1 1 1: 0l y xα α+ − =  и 0: 2112 =−−+ ααα xyl . 

Несложные вычисления показывают, что коэффициенты системы (13) удовлетво-
ряют условиям: 

2
1

3
13 γααα += ;     1

2
1 24 γααβ += ; 

 2
1212

2
1

3
1 225 γααγααααδ −−−−= ; (14) 

12
2
1 22 γαγααλ −−−= ;     3

1
2

212
2
121

2
1 2ααααααγαγαω +−++= . 

С учетом (14) перепишем систему (13): 

 

( ) ( ) ( )
( )














−−−−=

+−+++++−

−+++−++++−=

),)()((

],222

225243)[1(

2121

3
1

2
212

2
121

2
112

2
1

2
1212

2
1

3
1

2
1

2
1

22
1

3
1

αααα

ααααααγαγαγαγαα

γααγααααγγααγαα

yyyy
dt

dy

y

xyxyxxx
dt

dx

(15) 

где 210 αα << . 

Система (15) при заданных 1α  и 2α  представляет собой однопараметрическое се-
мейство дифференциальных систем, имеющих три инвариантных множества: 

{ },0;0;0;0)0( 2121
0
4 =−−=−=−== αααα yyyyM  

{ }01;0)(2 =−==∞∞ xxM ,     { }0;0)( 2111112
1 =−−+=−+=−− ααααααα xyxyM . 

В семействе (15) (при фиксированных 1α и 2α ) содержится одна и только одна 
система, обладающая девятью инвариантными прямыми, а именно, система, соответст-
вующая значению параметра 

 21
2

2
1 3 αα

α
αγ −−= . (16) 

При выполнении условия (16) прямая 0)( 2121 =−−++ αααα xy  является инва-
риантной для системы (15). 

Пример 5. Система дифференциальных уравнений 

 










−−−=

−++−−−−=

)6)(4)(2(

),108647292012)(1( 22

yyyy
dt

dy

yxyxyxxx
dt

dx

 (17) 

имеет три инвариантных множества: 
{ },06;04;02;0)0(0

4 =−=−=−== yyyyM  

{ }01;0)(2 =−==∞∞ xxM ,     { }062;022)2(2
2 =−+=−+=−− xyxyM , 

а также инвариантную прямую 066 =−+ xy . 

Система (17) получена из системы (15) при 9,4,2 21 −=== γαα . 
Если система (13) имеет инвариантные прямые, образующие конфигурацию, изо-

браженную на рисунке 3, то девятая инвариантная прямая L  проходит либо через точ-
ки ),0( 2α  и )0,1( , либо через точки ),0( 3α  и ),1( 1α . 
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Прямые 022 =−+ αα xy , 0212 =−−+ ααα xy  являются инвариантными для сис-
темы (13), если и только если выполняются условия: 

2
2

3
23 γααα += ,     2

2
2 24 γααβ += , 

 21
2
2

2
21

3
2 225 αγαγααααδ −−−−= , (18) 

2
2 2 12 2λ α γα γα= − − − ,     21

2
2

3
22

2
1

2
21 2 αγαγααααααω +++−= . 

Систему (13) с учетом (18) перепишем в виде 

 

( ) ( ) ( )
( )

3 2 2 2 2 3 2 2
2 2 2 2 2 1 2 1 2 2

2 2 2 3 2
2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2

1 2 1 2

( 1)[ 3 4 2 5 2 2

       2 2 2 ],

( )( )( ).

dx
x x x xy y x

dt

y

dy
y y y y

dt

α γα α γα γ α α α γα α γα

α γα γα α α α α α γα γα α

α α α α

 = − + + + + − + + + −
 − + + + − + + +

 = − − − −


(19) 

При заданных 1α  и 2α  система (19) представляет собой однопараметрическое се-
мейство дифференциальных систем, имеющих инвариантные множества 

{ },0;0;0;0)0( 2121
0
4 =−−=−=−== αααα yyyyM  

{ }01;0)(2 =−==∞∞ xxM ,     { }0;0)( 2122222
2 =−−+=−+=−− ααααααα xyxyM . 

Как показывают вычисления, в семействе (19) при заданных 1α  и 2α  содержатся 
только две системы, имеющие девятую инвариантную прямую: одна при  

 21
1

2
2 3αα

α
αγ −−= , (20) 

а другая – при 

 2
1

2
2

1 3α
α
ααγ −−= . (21) 

При выполнении (20) система (19) запишется в виде:  

 

4 3 2
2 2 2 22 2 2

1 2 2 1 2 1 2
1 1 1

4 3 4
2 2 2 2 2 22 2 2

1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2
1 1 1

1 2 1 2

2
( 1)[ 2 2 3

2 2
3 3 5 3 2 ],

( )( )( ),

dx
x x x xy y

dt

x y

dy
y y y y

dt

α α αα α α α α α α
α α α

α α αα α α α α α α α α α α α
α α α

α α α α

     
= − − + − − + − − +     

    
   + − + + − + + + − −   

  


= − − − −


 (22) 

Система (22) имеет инвариантную прямую 0)( 2121 =−−++ αααα xy . 
Значению параметра γ , определяемому по формуле (21), соответствует диффе-

ренциальная система 

 

4 3 2
2 2 2 22 2 2

1 2 1 2 2 1 2
1 1 1

4 3 4
3 2 2 2 2 2 32 2 2
2 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 2

1 1 1

1 2 1 2

2
( 1)[ 2 2 3

2 2
2 5 2 ],

( )( )( ).

dx
x x x xy y

dt

x y

dy
y y y y

dt

α α αα α α α α α α
α α α

α α αα α α α α α α α α α α α
α α α

α α α α

     
= − − + − − + − − +     

    
   + − + − + + + − − − −   

  


= − − − −


 (23) 

. 
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Система (22) имеет инвариантную прямую 2 1 2( ) 0y xα α α+ − − = . 

Таким образом, доказана 

Теорема 4. Во множестве систем (1) при 4=n , имеющих инвариантные множе-
ства )(),(),( 221204

210 kMkMkM kkk , где Rkkk ∈210 ,, , 0))()(( 212010 ≠−−− kkkkkk , сущест-

вуют системы с девятью инвариантными прямыми. 

Пример 6. Система дифференциальных уравнений 










−−−=

+−−+−=

),3)(2)(1(

),7183412()1( 22

yyyy
dt

dy

yxyxyxxx
dt

dx

 

полученная из системы (22) при 11 =α , 22 =α  имеет инвариантные множества 

{ },03;02;01;0)0(0
4 =−=−=−== yyyyM  

{ }01;0)(2 =−==∞∞ xxM ,     { }032;022)2(2
2 =−+=−+=−− xyxyM , 

а также инвариантную прямую 033 =−+ xy . 

Пример 7. Система дифференциальных уравнений 










−−−=

−++−−−−=

),3)(2)(1(

),36374292012()1( 22

yyyy
dt

dy

yxyxyxxx
dt

dx

 

полученная из системы (23) при 11 =α , 22 =α , имеет инвариантные множества 

{ },03;02;01;0)0(0
4 =−=−=−== yyyyM  

{ }01;0)(2 =−==∞∞ xxM ,     { }032;022)2(2
2 =−+=−+=−− xyxyM , 

а также инвариантную прямую 02 =−+ xy . 
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