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Еще со времен Дарбу [1] известно, что наличие достаточного количества алгеб-

раических инвариантных кривых системы дифференциальных уравнений 
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позволяет записать ее общий интеграл элементарными средствами, не прибегая к опе-
рации интегрирования. Кроме того, знание хотя бы одной алгебраической инвариант-
ной кривой упрощает полное качественное исследование системы (1) и дает возмож-
ность обнаружения новых свойств этой системы. В этой связи возникает задача об 
оценке числа p  алгебраических инвариантных кривых системы (1). Если p , то 
систему (1) принято называть алгебраически интегрируемой. 

                                                 
* Представлена на Первой международной конференции «Осенние математические чтения в 

Адыгее», посвященной памяти профессора К.С. Мамия. 8-10 октября 2015 г. Конференция приурочена к 
75-летию Адыгейского государственного университета. 
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Определение 1. Действительным частным алгебраическим интегралом системы 

(1) или, что то же самое, дифференциального уравнения 
),(

),(

yxP

yxQ

dx

dy
  фазовых траекто-

рий системы (1) называется алгебраическая кривая 0),( yxF , удовлетворяющая ра-

венству ),(),(),(
),(

),(
),(

yxRyxFyxQ
y

yxF
yxP

x

yxF









 (2), где ),( yxR  – многочлен 

степени 1n , называемый кофактором. 
Понятия «алгебраический частный интеграл» и «алгебраическая интегральная 

кривая» являются синонимами [2]. 
Вместо термина «алгебраический частный интеграл» воспользуемся термином 

«алгебраическая инвариантная кривая», прочно закрепившимся в современной литера-
туре по дифференциальным уравнениям. 

В работе М.В. Долова [3] доказана теорема: если среди интегральных кривых 
дифференциального уравнения траекторий системы (1) содержится конечное число p  
попарно различных, неприводимых над полем комплексных чисел алгебраических кри-

вых, то 
2

22 


nn
p  (3), причем оценка (3) точна для 2n . 

Важное место в вопросе об оценке числа алгебраических инвариантных кривых 
системы (1) занимает задача об оценке сверху числа инвариантных прямых. 

Определение 2 [4]. Прямая линия 0 cbyax  называется инвариантной прямой 
линией системы (1), если выполняется равенство 

),()(),(),( yxRcbyaxyxbQyxaP  , где ),( yxR  – многочлен степени не выше 1n . 
В последнее десятилетие прошлого столетия активно занимались проблемой оцен-

ки числа алгебраических инвариантных прямых системы (1). Так, в статье [4] доказано, 
что число инвариантных прямых системы (1) не превосходит )1(13  nn . В работе [5] 
доказано, что система (1) при 4n  имеет не более девяти инвариантных прямых, разу-
меется, речь идет о вещественных инвариантных прямых. Интерес исследователей к об-
суждаемой проблеме не ослабевает и в наши дни. Как показали авторы [6, 7], система (1) 
может иметь более девяти инвариантных прямых, если учитывать инвариантные прямые 
с комплексными коэффициентами. Так, в статье [6] приводится система 
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Прежде чем формулировать основной результат работ [6, 7] приведем 

Определение 3 [6]. Система (1) называется вырожденной на бесконечности, если 

 0),(),(  yxyPyxxQ nn  (4). 

По терминологии [8] система (1) при выполнении (4) называется проективно особой. 
Согласно [6, 7] справедлива теорема: если система (1) при 4n  является вырожденной на 
бесконечности, то число ее инвариантных прямых не более девяти (с учетом инвариант-
ных прямых с комплексными коэффициентами). Автором заметки [5] доказано, что число 
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вещественных инвариантных прямых системы (1) при 4n  не более девяти. 
Из числа более поздних работ можно отметить статьи [9-11]. В [9] приводится 

классификация кубических дифференциальных систем, имеющих максимальное число 
инвариантных прямых. В статье [10] доказано, что плоское полиномиальное векторное 
поле n -й степени при n  – четном (нечетном) и 3n  имеет не более )22(12  nn  ин-
вариантных прямых, если оно имеет n  параллельных между собой инвариантных пря-
мых, а также особую точку, которой инцидентны 1n  инвариантных прямых. 

Долгое время считалось, что дифференциальная система 
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где 1),(,, 33  QPRba ijij , может иметь инвариантные прямые не более четырех раз-

личных направлений. Такой позиции придерживается автор статьи [12], в которой до-
казано, что максимальное число действительных инвариантных прямых системы (5) 
равно восьми. Однако в работе [13] приведен пример системы (5), имеющей инвари-
антные прямые шести различных направлений. Нами проведено качественное исследо-
вание системы (5), имеющей инвариантные прямые шести различных направлений. В 
результате установлено: 

1) если   – множество, состоящее из инвариантных прямых шести различных 
направлений, то   содержит ровно шесть прямых; 

2) все инвариантные прямые (5) принадлежат множеству  ; 
3) в ограниченной части фазовой плоскости система (5) имеет семь состояний 

равновесия, в том числе четыре простых узла QPNM ,,,  и три простых седла 
HGF ,, ; 

4) система (5) не имеет на экваторе сферы Пуанкаре состояний равновесия; 
5) система интегрируется в форме Дарбу. 
Особенность состояний равновесия QPNM ,,,  в том, что через каждое из них 

проходят три инвариантные прямые. Поэтому возможны две различные конфигурации, 
образованные семью состояниями равновесия системы (5): 

а) состояния равновесия QPNM ,,,  образуют невыпуклый четырехугольник;  
б) состояния равновесия QPNM ,,, образуют выпуклый четырехугольник. 
В соответствии с этими конфигурациями возможны два фазовых портрета систе-

мы (5) (см. рис. 1 и рис. 2). 

 
Рис. 1. Фазовый портрет системы (5), у которой состояния равновесия QPNM ,,,  

образуют выпуклый четырехугольник 
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Рис. 2. Фазовый портрет системы (5), у которой состояния равновесия QPNM ,,,  

образуют невыпуклый четырехугольник 
 
Замечание. Окружность круга Пуанкаре на рисунках 1 и 2 изображена пунктир-

ной линией в знак того, что экватор сферы Пуанкаре системы (5) не состоит из траек-
торий системы. 

В некотором смысле обобщением результатов работы [14] являются выводы, сде-
ланные нами при исследовании системы (1), имеющей два инвариантных множества 

n
AM  и n

BM , частным случаем которой является система (5). 

Под символом s
RM  следует понимать множество, состоящее из s  инвариантных 

прямых системы (1), проходящих через ее состояние равновесия R . 
Нами установлены следующие факты: 
1) если система (1) имеет два инвариантных множества n

AM  и n
BM , то существует 

аффинное преобразование, приводящее (1) к системе 
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где ),( yxQi  )1...,,2,1(  ni  – однородные многочлены степени i , причем ,0),(1  yxQn  

),(2 yxPn  – однородный многочлен степени 2n  и RbyxQyxP nn   ),,(),( 22 , то есть 

система (1) является проективно особой; 
2) если система (1) имеет два инвариантных множества n

AM  и n
BM , то прямая 

)(AB  является инвариантной; 
3) если система (1) имеет инвариантные прямые более чем 1n  направлений, то 

система (1) является проективно особой; 
4) если система (1) имеет два инвариантных множества n

AM  и n
BM , то при n  – 

четном (нечетном) эта система имеет не более )2(12 nn   инвариантных прямых; 

5) если система (1) имеет два инвариантных множества n
AM  и n

BM , но не имеет 
параллельных инвариантных прямых, то эта система имеет на экваторе сферы Пуанка-
ре не более одного состояния равновесия, которое (если оно существует) расположено 
на концах прямой AB . 

Так, например, система 
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имеет два инвариантных множества: 
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Система (7) имеет на экваторе сферы Пуанкаре единственное состояние равнове-
сия на «концах» прямой 0y , в то же время не имеет инвариантной прямой L , где 

.M 33
N OML   

Фазовый портрет системы (7) изображен на рисунке 3. 

 
Рис. 3. Единственное состояние равновесия системы (7) на экваторе сферы Пуанкаре 

изображено точками 1W  и 2W , расположенными на «концах» прямой 0y  

 
В связи с приведенными выше фактами, изложенными в пунктах 4) и 5), естест-

венным образом возникает вопрос: есть ли у системы (1), имеющей два инвариантных 
множества n

AM  и n
BM , но не имеющей параллельных инвариантных прямых в случае 

максимального числа инвариантных прямых, состояния равновесия на бесконечности? 
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