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Свойства полных и векторных частот решений 
линейных неоднородных автономных дифференциальных уравнений 
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Аннотация. Полностью изучены множества значений характеристик колеблемости решений 
линейного неоднородного уравнения с постоянными коэффициентами. Оказалось, что полные и вектор-
ные частоты строгих смен знаков решений неоднородного уравнения принимают лишь нулевые значе-
ния, а для любого решения его полные и векторные частоты нестрогих смен знаков, нулей, корней и ги-
перкратных корней совпадают между собой. Установлено, что спектры полных и векторных частот 
нестрогих смен знаков, нулей, корней и гиперкратных корней неоднородного уравнения состоят из набо-
ра регуляризованных частот. 
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Properties of full and vector frequencies of solutions 
of linear nonhomogeneous autonomous differential equations 

Abstract. Sets of values of characteristics of solution variability of the linear nonhomogeneous equation 
with constant coefficients are completely studied. Full and vector frequencies of strict sign changes of solutions 
of the nonhomogeneous equation prove to accept only zero values, and for any solution its full and vector fre-
quencies of mild changes of signs, zeros, roots and the hypercrate roots coincide among themselves. It is estab-
lished that ranges of full and vector frequencies of mild changes of signs, zeros, roots and hypercrate roots of 
the nonhomogeneous equation consist of a set of the regularized frequencies. 
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Введение и формулировка результатов 

Рассмотрим множество Q  функций, представимых в виде конечной суммы ква-
зимногочленов: 
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( jj vu ,  – действительные многочлены) с попарно различными показателями 

jjj i  . Далее для заданного натурального n  рассмотрим пространство QC n   

линейных неоднородных дифференциальных уравнений n-го порядка 
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отождествляемых каждое со своей парой ),( fa , где  naaa ,...,1  – строка постоянных 

действительных коэффициентов, а Qf   – неоднородность. 

Определение 1 [1]. Скажем, что в точке 0t  происходит строгая (нестрогая) 
смена знака функции RRy : , если в любой окрестности этой точки функция y  
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принимает как положительные (неотрицательные), так и отрицательные (неположи-
тельные) значения. 

Определение 2 [1, 2]. Для момента 0t  и функции RRy :  под выражением 

),( ty  будем понимать при ,*,0,,    соответственно: 

– число ее строгих смен знака на промежутке  t ,0 ; 

– число ее нестрогих смен знака на промежутке  t ,0 ; 

– число ее нулей на промежутке  t ,0 ; 

– число ее корней на промежутке  t ,0 , то есть нулей с учетом их кратности; 

– число ее гиперкратных корней на промежутке  t ,0 : при его подсчете каждый 
некратный корень берется ровно один раз, а кратный – сразу бесконечно много раз. 

Далее, для множества 
*R  всех конечных ненулевых последовательностей, каждой 

бесконечно дифференцируемой числовой функции y , последовательности 
 **21 ),,,( RRmmmm k

k  ( k  – не фиксировано) введем обозначение 

 tmytmy ,,),,(    , где  )1(,...,,  kyyyy  , а my ),(  – скалярное произведение. 

Определение 3 [3]. Верхняя (нижняя) полная и векторная частоты знаков, нулей, 
корней и гиперкратных корней бесконечно дифференцируемой функции RRy :  за-
дадим формулами 
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при ,*,0,,    соответственно. 
В случае совпадения полной или векторной верхней частоты функции y  с одно-

именной нижней будем называть ее точной и обозначать )(y  или )(y . 

Определение 4 [3]. Для каждого  


,,,w  назовем j -ым верхним )(aw
j

 

и нижним )(awj  регуляризованные по Миллионщикову значения соответствующей час-

тоты неоднородного уравнения QCfa n ),(  величины, задаваемые равенствами 
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где )(aA j  множество j -мерных подпространств аффинного пространства ),( faS  всех 

решений этого уравнения. 

Определение 5. Спектром ),( faSp  частоты   неоднородного уравнения 

QCfa n ),(  назовем множество всех значений частоты )(y  его решений 
),( faSy . 

Для решений линейных однородных автономных дифференциальных уравнений 
их полные и векторные частоты нулей полностью изучены в работах [4, 5], а полные и 
векторные частоты строгих смен знаков и корней – в работах [6-8]. 

Полные частоты нулей решений линейного неоднородного уравнения с постоян-
ными коэффициентами были изучены только в работе [3]. Оставались открытыми свой-
ства остальных вышеперечисленных частот решений неоднородного уравнения. Этим 
вопросам посвящена настоящая работа. 
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Теорема 1. Для любого решения ),( faSy  любого неоднородного уравнения 

QCfa n ),(  справедливы цепочки равенств 

,0)()(   yy   

).()()()()()()()( *0*0 yyyyyyyy      

Из второй цепочки равенств, с учетом результатов работы [3], немедленно вытекает 

Следствие. Для любого неоднородного уравнения QCfa n ),(  при любом 
**00 ,,,,,,,  w  

выполнены равенства 

  ,,,1,0        ,,Immin),(),( 1 njfawfaw jjj
   

где 0Im , а n ,,, 21   – корни характеристического многочлена соответст-

вующего однородного уравнения )0,(a , упорядоченные по нестрогому возрастанию мо-
дулей их мнимых частей. 

Теорема 2. Спектры полных и векторных частот нестрогих знаков, нулей, кор-
ней и гиперкратных корней неоднородного уравнения QCfa n ),(  состоят из набора 
регуляризованных частот. 

Доказательство результатов 

1. Из общего вида множества решений неоднородного уравнения QCfa n ),(  

следует, что найдется такое уравнение ,),,,( 1

121
rn

rn Cbbbb 
    множество решений 

)0,(bS  которого содержит ),( faS . Поэтому для любого решения ),( faSy  и после-

довательности  1
121

1

1
)1,,,,( 

  rn
rn Rbbbm   функция 1),( my   тождественно равна 

нулю. Следовательно, выполняются равенства 

.0)()(   yy   

2. В соответствии с упорядоченным набором n ,,, 21   выпишем фундамен-

тальную систему решений соответствующего однородного уравнения )0,(a : каждому 
действительному корню  , встречающемуся в списке ровно s  раз, поставим в соответ-
ствие набор функций 

,  ,,,    , 21 tttsts eteetet    

а каждой паре комплексно-сопряженных корней  i , встречающейся в списке кор-
ней ровно s  раз, поставим в соответствие следующий набор функций: 

.sin    ,cos   ,sin    ,cos,,sin    ,cos 11 tetettettetettet tttttsts     

В итоге получим упорядоченный список  nfffS ,,, 21  , состоящий ровно из n  

функций. 
С помощью метода неопределенных коэффициентов найдем частное решение 
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где jj MP ,  – действительные многочлены рассматриваемого уравнения ),( fa . Тогда 

общее решение этого неоднородного уравнения запишется в виде 

),()()()( 2211 tztfctfctfcy nn    
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где nccc ,,, 21   – произвольные постоянные. 

Возьмем произвольное решение неоднородного уравнения ),( fa : 

 .1     ,0    ),()()()( 11 npqctztfctfctfcy qppqqqq     (1) 

3. Пусть функции 
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ll   sin)(,,sin)(       ,cos)(  ,,,, 22221

2222   

являются решениями уравнения   2

2
,,, 21

r
r Cdddd    наименьшего порядка и 

Rq  1 . Тогда выбранное решение ),( faSy  представимо в виде 

).0,()(     ),0,(    ),()( 11
1111 dStPetdSututPety thth    

Поэтому при   1
122

2

2
1,,,,  r

r Rdddm   имеем: 

 ),()),((),()),((),( 11111
212212   HemPemumPemy hh   (2) 

где многочлен )(H  тождественно не равен нулю. Следовательно, найдется такое чис-

ло 0T , что функция (2) на промежутке  ,0T  нулей вообще не имеет, а значит, спра-

ведлива цепочка равенств 

 0)()()()()()()()( **00   yyyyyyyy   . (3) 

4. Пусть функции 

ttMetttMetttPetfff ll
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ll   sin)(,,sin)(    ,cos)(  ,,,, 111121

1111   

являются решениями уравнения   3

3
,,, 21

r
r Cdddd    наименьшего порядка и 

.Im0 1  q  Тогда решение (1) разлагается в виде 

).0,(     ),0,(    ),()( 11 dSfdSututfcy qqq   

Поэтому для последовательности   1
123

3

3
1,,,,  r

r Rdddm   будем иметь функцию 

),(),(),(),(),( 33133   Demfcmumfcmy q

qqqq   

где многочлен )(D  тождественно не равен нулю, откуда следует справедливость (3). 

5. Случай q Im0 1   разбирается аналогично предыдущему пункту настоящего 

доказательства и приводит к такому же заключению. 

6. Пусть теперь Rq  1 . Тогда для выбранного решения 

),,()()(2 faStutuy   
где 

 ttMttPetudSudSu th
111122 sin)(cos)(     ),0,(     ),0,( 11    

и последовательности   1
122

2

2
1,,,,  r

r Rdddm  , получим (см. [6]) 

 )sin(),(),(),(),( 01222222
1    Aemumumumy , (4) 

где 0  – вспомогательный угол и 0A . 

Заметим, что для любой последовательности kRm *  функция my,  является 

решением уравнения   2

2
,,, 21

r
r Cdddd   . Поэтому предположение о существовании 

вектора 4m , при котором функция 4, my  имеет меньшую чем 1  скалярную частоту 
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строгих знаков (то есть величина ),,(lim 4 tmy
tt




 ), приводит к противоречию с тем, 

что наименьшая скалярная частота строгих знаков решения вида (1) совпадает с 1  (см. 
[1]). Учитывая, что функция (4) не имеет кратных нулей, приходим к равенствам 

1
*0 )()()()(    yyyy . 

Из определений полных и векторных частот следует, что для рассматриваемого ре-
шения ),( faSy  при любом ,*,0,    соблюдаются неравенства как с одной стороны 

1)()()(    yyy


, 
так и с другой 
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дающие равенства 

1
*0 )()()()(    yyyy . 

7. Пусть далее 1Im0   qq  и qn   – четное. Тогда для решения (1) и по-

следовательности   1
123

2

2
1,,,,  r

r Rdddm   получим (см. [6]): 

)sin(),(),( 133    qqq
qBemfcmy , 

где qqq i  , 1  – вспомогательный угол и 0B . 

Следовательно, (см. п. 6) получим: 

qyyyyyyyy    )()()()()()()()( **00 . 

Если же qn   – нечетное, то вместо уравнения 3rCd   и последовательности 

 1,,,, 123 3
dddm r   выбираются, соответственно, уравнение   1

121
3

3
,,, 

  r
r C   с 

фундаментальной системой решений 

ttMetttMetttPetfff ll
ththth

nqq
ll   sin)(,,sin)(    ,cos)(  ,,,, 111132

1111   

и вектор   3

3
1,,,, 1215

r
r Rm     . Далее все рассуждения повторяются. 

8. Рассуждения, проводимые в п. 7 настоящего доказательства в случае 

q Im0 1  , приводят к равенствам 

1
**00 )()()()()()()()(    yyyyyyyy  . 

Теоремы 1 и 2 полностью доказаны. 

Автор выражает глубокую благодарность профессору И.Н. Сергееву за поста-
новку задачи и внимание к работе. 
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