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1.  Введение 

Настоящая статья продолжает задуманный автором цикл работ по вопросам много-
мерного интегрирования, связанным с новым подходом к ориентированию многообразий. 
В работах [1, 2] развивается алгебраический метод ориентирования произвольных мно-
жеств и вводятся понятия частично симплексированного множества и измеримого частич-
но симплексированного множества в  nR .  Ориентируемые многообразия в  nR   являются 
примерами измеримых частично симплексированных множеств. Ориентируемые многооб-
разия являются гладкими, но отношение частичного симплексирования можно определить 
на произвольном топологическом многообразии [1]. Это означает, что произвольное топо-
логическое многообразие можно рассматривать как пример частично симплексированного 
множества. Возникает вопрос: возможно ли построение теории интегрирования на измери-
мых частично симплексированных множествах, продолжающей теорию интегрирования на 
ориентируемых многообразиях? Содержание настоящей статьи дает положительный ответ 
на этот вопрос. 

Статья содержит основы теории интеграла по проекции на частично симплексирован-
ных подмножествах  nR .  Второй параграф содержит определение интеграла по проекции 
на измеримом частично симплексированном множестве ограниченной действительной 
функции. В основе понятия интеграла по проекции лежит понятие измеримого по проекции 
частично симплексированного множества, которое, в свою очередь, является обобщением 
классического понятия измеримого множества по Жордану. В этом же параграфе рассмот-
рен вопрос преемственности определения интеграла по проекции с классическим интегра-
лом по координатам (предложения 1–3). Отметим, что ранее в работе [3] осуществлен дру-
гой подход к определению интеграла по проекции, который оказывается частным по отно-
шению к рассмотренному в этой статье. 
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Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èñ÷åðïûâàþùåé ïàðû. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè-
ìåíåíèå èñ÷åðïûâàþùèõ ïàð íà ýòàïå îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà ïî ïðîåêöèè äåëàåò ýòîò
ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíò ñóùåñòâåííî áîëåå ãèáêèì â ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè.

×åòâåðòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó êðèòåðèÿ èíòåãðèðóåìîñòè îãðàíè-
÷åííîé ôóíêöèè íà èçìåðèìîì ÷àñòè÷íî ñèìïëåêñèðîâàííîì ìíîæåñòâå (òåîðåìà 1).
Ýòîò êðèòåðèé ðàçâèâàåò èçâåñòíûé êðèòåðèé Ëåáåãà èíòåãðèðóåìîñòè îãðàíè÷åííîé
ôóíêöèè ïî Ðèìàíó â òåðìèíàõ ìíîæåñòâà åå òî÷åê ðàçðûâà [4]. Åãî ñëåäñòâèÿ (ïðåä-
ëîæåíèÿ 4�5) äàþò îêîí÷àòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ ïðååìñòâåííîñòè îïðåäåëåíèÿ èí-
òåãðàëà ïî ïðîåêöèè.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíû êëþ÷åâûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà ïî ïðîåêöèè � àääè-
òèâíîñòü èíòåãðàëà ïî ïðîåêöèè è ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà ïî ïðîåêöèè (ïðåä-
ëîæåíèÿ 6�7).

2. Èíòåãðàë ïî ïðîåêöèè

2.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ. Íèæå íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ñâåäå-
íèÿ èç ñòàòåé [1, 2]. Ïðèâåäåì èõ. Ïóñòü n ∈ N, (R1, . . . ,Rn) � óïîðÿäî÷åííîå ñåìåéñòâî
îòäåëüíûõ ýêçåìïëÿðîâ ïðîñòðàíñòâà R, â êîòîðûõ ïåðåìåííûå îáîçíà÷åíû x1, . . . , xn
ñîîòâåòñòâåííî; Rn � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå R1× . . .×Rn; x := (x1, . . . , xn) � ïåðåìåí-
íàÿ â ïðîñòðàíñòâå Rn. Ïóñòü k ∈ Z è 0 ≤ k ≤ n. Âûáåðåì èç óïîðÿäî÷åííîãî ñåìåé-
ñòâà (R1, . . . ,Rn) ïðîèçâîëüíîå ïîäñåìåéñòâî (Rj1 , . . . ,Rjk), ñîäåðæàùåå k ýëåìåíòîâ.
Ñ÷èòàåì, ÷òî j1 < . . . < jk. Êàæäûé òàêîé âûáîð îïðåäåëÿåò äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
Rk
J := Rj1 × . . .×Rjk è ïðîåêöèþ

πJ : Rn → Rk
J

∣∣ x→ xJ .

Çäåñü J := (j1, ..., jk), xJ := (xj1 , . . . , xjk) � ïåðåìåííàÿ â ïðîñòðàíñòâå Rk
J .

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ν è ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå ïîêðûòèå ïðî-
ñòðàíñòâà Rn ñ÷åòíîé ñèñòåìîé n-ìåðíûõ êóáîâ (n-ÿ÷ååê ðàíãà ν)

δs := [0, 2−ν ]n + 2−νs, s ∈ Zn.

Îáúåäèíåíèå e êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè n-ÿ÷ååê ðàíãà ν íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì
ìíîæåñòâîì ðàíãà ν. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî ẽ ðàíãà ν â äå-
êàðòîâîé ñòåïåíè Rk

J . Ïðîåêöèÿ πJ îòîáðàæàåò âñÿêîå ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî e ⊂ Rn

ðàíãà ν íà ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî ẽ := πJe ⊂ Rk
J ðàíãà ν. Ñâÿçíîå ýëåìåíòàðíîå ìíî-

æåñòâî d ⊂ Rn ðàíãà ν íàçûâàåòñÿ πJ -äîìåíîì ðàíãà ν, åñëè åãî ïðîåêöèÿ πJd ⊂ Rk
J

ñîñòîèò èç îäíîé k-ÿ÷åéêè δ̃ ⊂ Rk
J ðàíãà ν. πJ -äîìåí d ⊆ e ðàíãà ν íàçûâàåòñÿ ìàêñè-

ìàëüíûì (â ìíîæåñòâå e), åñëè äëÿ ëþáîãî πJ -äîìåíà d′ ⊆ e ðàíãà ν, óäîâëåòâîðÿþùåãî
óñëîâèþ d ⊆ d′, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî d = d′.

Ïóñòü E � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â Rn, eEν � îáúåäèíåíèå âñåõ n-ÿ÷ååê ðàíãà ν,
ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ çàìûêàíèåì Ē ìíîæåñòâà E. Åñëè ìàêñèìàëüíûé â eEν πJ -äîìåí d
ëåæèò â ìíîæåñòâå A ⊆ eEν , òî ïèøåì d v A. Äëÿ ëþáîé n-ÿ÷åéêè δ ðàíãà ν ïðè k > 0
ñèìâîëîì vJ(δ) îáîçíà÷àåì âåðõíþþ ìåðó πJ -ïðîåêöèè πJ(E∩δ) ⊂ Rk

J ïîÆîðäàíó. Ïðè
k = 0 ïîëàãàåì vJ(δ) := #πJ(E ∩ δ), åñëè ìíîæåñòâî πJ(E ∩ δ) êîíå÷íî, è vJ(δ) := +∞,
åñëè ìíîæåñòâî πJ(E ∩ δ) áåñêîíå÷íî. Çäåñü ñèìâîë #A îáîçíà÷àåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ â
ìíîæåñòâå A. Äëÿ ëþáîãî πJ -äîìåíà d v eEν ñèìâîëîì vJ(d) îáîçíà÷àåì ñóììó

∑

δ⊆d
vJ(δ),

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì n-ÿ÷åéêàì ðàíãà ν, ñîñòàâëÿþùèì d.
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Åñëè A ⊆ eEν , òî ñèìâîëîì vJ(A) îáîçíà÷àåì ñóììó
∑

dvA
vJ(d),

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ìàêñèìàëüíûì â eEν πJ -äîìåíàì, ëåæàùèì â ìíî-
æåñòâå A.

Íàäåëèì ìíîæåñòâî E ïðîèçâîëüíûì îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ñèìïëåêñèðîâàíèÿ ðàç-
ìåðíîñòè k. Ïðîñòðàíñòâî Rk

J íàäåëÿåì îòíîøåíèåì êàíîíè÷åñêîãî ÷àñòè÷íîãî ñèì-
ïëåêñèðîâàíèÿ [1]. Ïóñòü k > 0. πJ -äîìåí d v eEν íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì (ñîîòâ.
îòðèöàòåëüíûì), åñëè ñóæåíèå ïðîåêöèè πJ íà ìíîæåñòâî E∩d ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
(ñîîòâ. àíòèèçîìîðôèçìîì) ÷àñòè÷íî ñèìïëåêñèðîâàííûõ ìíîæåñòâ E ∩ d è d̃ := πJd.
Åñëè k = 0, òî ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå πJ -äîìåíû âûáèðàþòñÿ ñðåäè ìàê-
ñèìàëüíûõ â eEν πJ -äîìåíîâ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå
πJ -äîìåíû â eEν íàçûâàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè πJ -äîìåíàìè â eEν . Îáúåäèíåíèå âñåõ
ïîëîæèòåëüíûõ (ñîîòâ. îòðèöàòåëüíûõ) πJ -äîìåíîâ d v eEν îáîçíà÷èì pEν (ñîîòâ. nEν ).
Òîãäà îáúåäèíåíèå âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ πJ -äîìåíîâ â eEν ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì
oEν := pEν ∪nEν . Ñèìâîëîì p̄Eν (ñîîòâ n̄Eν ) îáîçíà÷àåì îáúåäèíåíèå âñåõ πJ -äîìåíîâ d v eEν ,
êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè (ñîîòâ. îòðèöàòåëüíûìè), à ñèìâîëîì sEν îáî-
çíà÷àåì ïåðåñå÷åíèå p̄Eν ∩ n̄Eν . Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî sEν ñîäåðæèòñÿ â eEν è èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

eEν = pEν ∪ nEν ∪ sEν .
Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî sEν , âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ìíîæåñòâîì

ðàíãà ν. Îíî ìîæåò ñîäåðæàòü ïåðåñå÷åíèÿ n-ÿ÷ååê ðàíãà ν, êîòîðûå íå âëèÿþò íà
âåëè÷èíó vJ(sEν ).

Ïðèäàâàÿ ν âñåâîçìîæíûå íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì òðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
{vJ(pEν )}∞ν=1, {vJ(nEν )}∞ν=1, {vJ(sEν )}∞ν=1.

Ïåðâûå äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå óáûâàþò, çíà÷èò, ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå èëè áåñ-
êîíå÷íûå ïðåäåëû

µ+
J (E) := limν→∞ vJ(pEν ), µ−J (E) := limν→∞ vJ(nEν ).

Åñëè µ+
J (E) , µ−J (E) < +∞ è limν→∞ vJ(sEν ) = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ÷àñòè÷íî

ñèìïëåêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî E èçìåðèìî ïî ïðîåêöèè πJ èëè ïðîñòî πJ -èçìåðèìî.
Ïðè ýòîì ðàçíîñòü

µJ(E) := µ+
J (E)− µ−J (E)

íàçûâàåòñÿ ìåðîé E ïî ïðîåêöèè πJ èëè ïðîñòî πJ -ìåðîé E. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ èçìåðè-
ìûõ ïî ïðîåêöèè πJ ÷àñòè÷íî ñèìïëåêñèðîâàííûõ ìíîæåñòâ ðàçìåðíîñòè k îáîçíà÷àåì
ñèìâîëîì ΣJ .

2.2. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà ïî ïðîåêöèè. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå E ∈ ΣJ
1 îïðå-

äåëåíà îãðàíè÷åííàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f è
M := supE |f | .

1Ok � ñîâîêóïíîñòü âñåõ îãðàíè÷åííûõ ÷àñòè÷íî ñèìïëåêñèðîâàííûõ ìíîæåñòâ R ⊂ Rn ðàçìåðíî-
ñòè k;
O(R) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà R ∈ Ok ñ èíäóöèðîâàííûì èç R îòíîøåíèåì

÷àñòè÷íîãî ñèìïëåêñèðîâàíèÿ;
ΣJ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ èçìåðèìûõ ïî ïðîåêöèè πJ ìíîæåñòâ R ∈ Ok;
ΣJ(R) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ èçìåðèìûõ ïî ïðîåêöèè πJ ìíîæåñòâ èç O(R).
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ISBN 2410-3225 Åæåêâàðòàëüíûé ðåöåíçèðóåìûé, ðåôåðèðóåìûé íàó÷íûé æóðíàë "Âåñòíèê ÀÃÓ". Âûïóñê 2(201) 2017

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíå ìíîæåñòâà E âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ðàâíû íóëþ. Äëÿ
ëþáîãî ξ ∈ Rn ïîëîæèì

f+(ξ) := max{0, f(ξ)}, f−(ξ) := −min{0, f(ξ)}.
Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ν è ëþáîãî πJ -äîìåíà d v eEν ñèìâîëàìè

m+
d , m−d , md, M+

d , M−
d , Md

îáîçíà÷àåì òî÷íûå ãðàíè

inf
d
f+, inf

d
f−, inf

d
f, sup

d
f+, sup

d
f−, sup

d
f

ñîîòâåòñòâåííî. Ñïðàâåäëèâû î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ:

0 ≤ m+
d ≤M+

d ≤M, 0 ≤ m−d ≤M−
d ≤M, Md ≤M+

d ,−md ≤M−
d ,

(M+
d −m+

d ) + (M−
d −m−d ) ≤Md −md ≤M+

d +M−
d .

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

∆SEν :=
∑

dveEν
2−νk(Md −md)

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(σEν )+ :=
∑

dvpEν
2−νkm+

d +
∑

dvnEν
2−νkm−d ,

(σEν )− :=
∑

dvpEν
2−νkm−d +

∑

dvnEν
2−νkm+

d ,

(ΣE
ν )+ =

∑

dvpEν
2−νkM+

d +
∑

dvnEν
2−νkM−

d ,

(ΣE
ν )− =

∑

dvpEν
2−νkM−

d +
∑

dvnEν
2−νkM+

d .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (σEν )+ è (σEν )− íå óáûâàþò è

0 ≤ (σEν )+ ≤M |µJ | (E), 0 ≤ (σEν )− ≤M |µJ | (E)

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ν. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû

IE+ := limν→∞(σEν )+, IE− := limν→∞(σEν )−.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∆SEν ñõîäèòñÿ ê íóëþ, òî ôóíêöèþ f íàçûâàåì èíòåãðèðó-
åìîé ïî ïðîåêöèè πJ èëè πJ -èíòåãðèðóåìîé íà ìíîæåñòâå E è ïèøåì f ∈ IJ(E). Ïðè
ýòîì ïðåäåë IE− íàçûâàåì íèæíèì πJ -èíòåãðàëîì ôóíêöèè f ïî ìíîæåñòâó E, ïðåäåë
IE+ íàçûâàåì âåðõíèì πJ -èíòåãðàëîì ôóíêöèè f ïî ìíîæåñòâó E, à ÷èñëî IE := IE+−IE−
íàçûâàåì èíòåãðàëîì ïî ïðîåêöèè πJ èëè πJ -èíòåãðàëîì ôóíêöèè f ïî ìíîæåñòâó E
è îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì

∫

E

f(x)dxJ :=

∫

E

f(x)dxj1 . . . dxjk .
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2.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëüíûõ ñóìì. Ïîäâåðãíåì äàííîå âûøå îïðå-
äåëåíèå èíòåãðàëà ïî ïðîåêöèè ïåðâîíà÷àëüíîìó àíàëèçó ñ ïîçèöèé òðàäèöèîííîãî
ïîäõîäà ê ïîíÿòèþ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïî êîîðäèíàòàì. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëüíûõ ñóìì

SEν :=
∑

dvoEν
2−νkhdf(ξd) =

∑

dvpEν
2−νkf(ξd)−

∑

dvnEν
2−νkf(ξd),

ãäå ξd ∈ E ∩ d è
hd :=

{
1, åñëè d v pEν ,
−1, åñëè d v nEν .

Ðàññìîòðèì ñâÿçü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ÷èñëîì IE.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî ïðîåêöèè πJ íà ìíîæåñòâå E,
òî (ΣE

ν )+ → IE+ è (ΣE
ν )− → IE− ïðè ν →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ν âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

0 ≤ (ΣE
ν )+ − (σEν )+ =

∑

dvpEν
2−νk

(
M+

d −m+
d

)
+
∑

dvnEν
2−νk

(
M−

d −m−d
) ≤

≤
∑

dvoEν
2−νk(Md −md) ≤

∑

dveEν
2−νk(Md −md) = ∆SEν ;

0 ≤ (ΣE
ν )− − (σEν )− =

∑

dvpEν
2−νk

(
M−

d −m−d
)

+
∑

dvnEν
2−νk

(
M+

d −m+
d

) ≤

≤
∑

dvoEν
2−νk(Md −md) ≤

∑

dveEν
2−νk(Md −md) = ∆SEν .

Ïðè ýòîì, åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî ïðîåêöèè πJ íà ìíîæåñòâå E, òî ∆SEν → 0
ïðè ν →∞. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

limν→∞(ΣE
ν )+ = limν→∞(σEν )+ =: IE+ ,

limν→∞(ΣE
ν )− = limν→∞(σEν )− =: IE− .

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî ïðîåêöèè πJ íà ìíîæå-
ñòâå E, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëüíûõ ñóìì SEν ñõîäèòñÿ ê IE ïðè
ëþáîì âûáîðå ξd ∈ E ∩ d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé f+ è f− âûòåêàåò, ÷òî f = f+ − f−.
Çíà÷èò, SEν = SEν (f+)− SEν (f−), ãäå

SEν (f+) =
∑

dvpEν
2−νkf+(ξd)−

∑

dvnEν
2−νkf+(ξd),

SEν (f−) =
∑

dvpEν
2−νkf−(ξd)−

∑

dvnEν
2−νkf−(ξd).

- 15 -



ISBN 2410-3225 Åæåêâàðòàëüíûé ðåöåíçèðóåìûé, ðåôåðèðóåìûé íàó÷íûé æóðíàë "Âåñòíèê ÀÃÓ". Âûïóñê 2(201) 2017

Ïðè ýòîì
∑

dvpEν
2−νkm+

d −
∑

dvnEν
2−νkM+

d ≤ SEν (f+) ≤
∑

dvpEν
2−νkM+

d −
∑

dvnEν
2−νkm+

d ,

∑

dvpEν
2−νkm−d −

∑

dvnEν
2−νkM−

d ≤ SEν (f−) ≤
∑

dvpEν
2−νkM−

d −
∑

dvnEν
2−νkm−d .

Çíà÷èò,
(σEν )+ − (ΣE

ν )− ≤ SEν ≤ (ΣE
ν )+ − (σEν )−.

Îñòàëüíîå âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ. �

Åñëè k > 0, E ⊂ Rk
J è îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ñèìïëåêñèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå E èí-

äóöèðîâàíî èç Rk
J , òî â ñèëó èçâåñòíîãî êðèòåðèÿ Äàðáó èíòåãðèðóåìîñòü ïî ïðîåêöèè

îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè ýêâèâàëåíòíà åå èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ðèìàíó.
Ïðè k = 0 äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàíãà ν èìååì ∆SEν (f) = 0. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå ëþáàÿ ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî ïðîåêöèè πJ íà ìíîæåñòâå E ∈ ΣJ

è ïðè ýòîì ∫

E

f(x)dxJ =
∑

ξ∈E+

f(ξ)−
∑

ξ∈E−
f(ξ).

Âàæíî îòìåòèòü åùå ñâÿçü èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè f ñ èíòåãðèðóåìîñòüþ ôóíê-
öèé f+ è f−.

Ïðåäëîæåíèå 3. Èíòåãðèðóåìîñòü ïî ïðîåêöèè πJ íà ìíîæåñòâå E ôóíêöèè f
âëå÷åò èíòåãðèðóåìîñòü ïî ïðîåêöèè πJ íà ìíîæåñòâå E ôóíêöèé f+ è f−. Ïðè ýòîì
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫

E

f(x)dxJ =

∫

E

f+(x)dxJ −
∫

E

f−(x)dxJ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé

∆SEν (f+) + ∆SEν (f−) =
∑

dveEν
2−νk(M+

d −m+
d ) +

∑

dveEν
2−νk(M−

d −m−d ) =

=
∑

dveEν
2−νk(M+

d −m+
d +M−

d −m−d ) ≤
∑

dveEν
2−νk(Md −md) =: ∆SEν (f)

âûòåêàåò, ÷òî èíòåãðèðóåìîñòü ïî ïðîåêöèè πJ íà ìíîæåñòâå E ôóíêöèè f âëå÷åò èí-
òåãðèðóåìîñòü ïî ïðîåêöèè πJ íà ìíîæåñòâå E ôóíêöèé f+ è f−. Ïðè ýòîì SEν (f) =
SEν (f+)−SEν (f−), çíà÷èò, ïî ïðåäëîæåíèþ 2 äëÿ ëþáîé πJ -èíòåãðèðóåìîé íà ìíîæåñòâå
E ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâî òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. �

3. Èñ÷åðïûâàþùèå ïàðû

3.1. Îïðåäåëåíèå èñ÷åðïûâàþùåé ïàðû. Ïàðó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{p′ν}∞ν=1 , {n′ν}∞ν=1 ,
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ãäå p′ν , n′ν � ýëåìåíòàðíûå ìíîæåñòâà ðàíãà ν, áóäåì íàçûâàòü ïàðîé, èñ÷åðïûâàþùåé
ìíîæåñòâî E ∈ ΣJ ïî ïðîåêöèè πJ , åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ìíîæåñòâî p′ν ñîñòàâëåíî èç πJ -äîìåíîâ d v pEν , à ìíîæåñòâî n′ν ñîñòàâëåíî èç
πJ -äîìåíîâ d v nEν ;

2) limν→∞ vJ(p′ν) = µ+
J (E), limν→∞ vJ(n′ν) = µ−J (E).

Ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{
pEν
}∞
ν=1

,
{
nEν
}∞
ν=1

ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïàðû, èñ÷åðïûâàþ-
ùåé ìíîæåñòâî E ïî ïðîåêöèè πJ .

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ïðèìåð. Ïóñòü ÷àñòè÷íî ñèìïëåêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî
A ∈ O(E) èçìåðèìî ïî ïðîåêöèè πJ è |µJ |(A) = 0 [2, ï. 2.3]. Îáîçíà÷èì p′ν îáúåäè-
íåíèå âñåõ πJ -äîìåíîâ d v pEν , êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ ìíîæåñòâîì A, n′ν � îáúåäè-
íåíèå âñåõ πJ -äîìåíîâ d v nEν , êîòîðûå òîæå íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ ìíîæåñòâîì A. Ëåãêî
óâèäåòü, ÷òî ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {p′ν}∞ν=1, {n′ν}∞ν=1 ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïàðû, èñ-
÷åðïûâàþùåé ìíîæåñòâî E ïî ïðîåêöèè πJ . Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî E \A èçìåðèìî
ïî ïðîåêöèè πJ è

µ+
J (E \ A) = µ+

J (E), µ−J (E \ A) = µ−J (E).

Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ:

p′ν ⊆ pE\Aν ⊆ p′ν ∪ sEν , n′ν ⊆ nE\Aν ⊆ n′ν ∪ sEν .
Çíà÷èò,

vJ(p′ν) ≤ vJ(pE\Aν ) ≤ vJ(p′ν) + vJ(sEν ),

vJ(n′ν) ≤ vJ(nE\Aν ) ≤ vJ(n′ν) + vJ(sEν ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

lim
ν→∞

vJ(pE\Aν ) = µ+
J (E), lim

ν→∞
vJ(nE\Aν ) = µ−J (E).

3.2. Äîïîëíåíèå ê îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà ïî ïðîåêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà E ∈ ΣJ è ðàâíà íóëþ âíå ìíîæåñòâà E. Âûáåðåì ïðîèçâîëü-
íóþ ïàðó {p′ν}∞ν=1, {n′ν}∞ν=1, èñ÷åðïûâàþùóþ ìíîæåñòâî E ïî ïðîåêöèè πJ . Ñóììèðóÿ
ïî πJ -äîìåíàì d v p′ν è d v n′ν , ïîëó÷àåì ñóììû:

(σ′ν)+ :=
∑

dvp′ν
2−νkm+

d +
∑

dvn′ν
2−νkm−d ,

(σ′ν)− :=
∑

dvp′ν
2−νkm−d +

∑

dvn′ν
2−νkm+

d ,

(Σ′ν)+ =
∑

dvp′ν
2−νkM+

d +
∑

dvn′ν
2−νkM−

d ,

(Σ′ν)− =
∑

dvp′ν
2−νkM−

d +
∑

dvn′ν
2−νkM+

d .

Çàìå÷àåì, ÷òî ðàçíîñòè

(σEν )− − (σ′ν)−, (σEν )+ − (σ′ν)+, (ΣE
ν )− − (Σ′ν)−, (ΣE

ν )+ − (Σ′ν)+

íå ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà

∆vν := M
(
vJ(pEν )− vJ(p′ν) + vJ(nEν )− vJ(n′ν)

)
.
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Ïðè ýòîì ïî îïðåäåëåíèþ èñ÷åðïûâàþùåé ïàðû ∆vν → 0 ïðè ν →∞. Çíà÷èò,
limν→∞(σ′ν)− = limν→∞(Σ′ν)− = IE−
limν→∞(σ′ν)+ = limν→∞(Σ′ν)+ = IE+ .

Êðîìå òîãî, ðàçíîñòü SEν − S ′ν òîæå íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ∆vν . Ñëåäîâàòåëüíî,
limν→∞(SEν − S ′ν) = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà ïî ïðîåêöèè πJ îò îãðàíè÷åííîé
íà ìíîæåñòâå E ∈ ΣJ ôóíêöèè f ìîæíî çàìåíèòü ïàðó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé{
pEν
}∞
ν=1

,
{
nEν
}∞
ν=1

ïðîèçâîëüíîé ïàðîé {p′ν}∞ν=1, {n′ν}∞ν=1, èñ÷åðïûâàþùåé ìíîæåñòâî
E ïî ïðîåêöèè πJ . Ïðè ýòîì íåçàâèñèìî îò âûáîðà îòìå÷åííûõ òî÷åê ξd ∈ d
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

S ′ν(f) =
∑

dvpEν
2−νkf+(ξd) +

∑

dvnEν
2−νkf−(ξd)−

∑

dvpEν
2−νkf−(ξd)−

∑

dvnEν
2−νkf+(ξd) ≤

≤
∑

dvpEν
2−νkM+

d +
∑

dvnEν
2−νkM−

d −
∑

dvpEν
2−νkm−d −

∑

dvnEν
2−νkm+

d = (Σ′ν)+ − (σ′ν)−;

S ′ν(f) =
∑

dvpEν
2−νkf+(ξd) +

∑

dvnEν
2−νkf−(ξd)−

∑

dvpEν
2−νkf−(ξd)−

∑

dvnEν
2−νkf+(ξd) ≥

≥
∑

dvpEν
2−νkm+

d +
∑

dvnEν
2−νkm−d −

∑

dvpEν
2−νkM−

d −
∑

dvnEν
2−νkM+

d = (σ′ν)+ − (Σ′ν)−.

Çíà÷èò, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ IJ(E) èìååì
∫

E

f(x)dxJ = limν→∞ S ′ν .

Åñëè E ⊂ Rk
J è îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ñèìïëåêñèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå E èíäóöè-

ðîâàíî èç Rk
J , òî âìåñòî ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {p′ν}∞ν=1, {n′ν}∞ν=1, èñ÷åðïûâàþùåé

ìíîæåñòâî E ∈ ΣJ ïî ïðîåêöèè πJ , ãîâîðèì ëèøü îá îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {p′ν}∞ν=1,
èñ÷åðïûâàþùåé èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ Rk

J . Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò
åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì: âñÿêàÿ k-ÿ÷åéêà ýëåìåíòàðíîãî ìíîæåñòâà p′ν ⊂ Rk

J ÿâëÿåòñÿ
k-ÿ÷åéêîé ýëåìåíòàðíîãî ìíîæåñòâà pEν è limν→∞ vk(p′ν) = µk(E).

4. Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè ïî ïðîåêöèè
4.1. Íóëü-ìíîæåñòâà ïî ïðîåêöèè. Ïóñòü E ∈ ΣJ . Ïîêðûòèå e1, e2, . . . ìíîæåñòâà

R ⊆ E íàçûâàåì ýëåìåíòàðíûì, åñëè êàæäîå ìíîæåñòâî ej ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì
ìíîæåñòâîì ðàíãà ν(j). Ìíîæåñòâî R ⊆ E íàçûâàåì íóëü-ìíîæåñòâîì ïî ïðîåêöèè
πJ , åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíîå ïîêðûòèå e1, e2, . . . ìíîæåñòâà R,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

∞∑
j=1

vJ(ej) < ε.

Ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå E, íåïðåðûâíà ïî÷òè âñþäó
íà E ïî ïðîåêöèè πJ , åñëè òî÷êè ðàçðûâà ýòîé ôóíêöèè îáðàçóþò íóëü-ìíîæåñòâî ïî
ïðîåêöèè πJ .

Ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ñàìîìó óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ
íóëü-ìíîæåñòâ ïî ïðîåêöèè πJ :
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• êîíå÷íûå è ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ íóëü-ìíîæåñòâàìè ïî ïðîåêöèè πJ ;

• ëþáîå ïîäìíîæåñòâî íóëü-ìíîæåñòâà ïî ïðîåêöèè πJ ÿâëÿåòñÿ íóëü-ìíîæåñòâîì
ïî ïðîåêöèè πJ ;

• îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîé ñîâîêóïíîñòè íóëü-ìíîæåñòâ ïî ïðîåêöèè πJ ÿâëÿåòñÿ íóëü-
ìíîæåñòâîì ïî ïðîåêöèè πJ ;

• ìíîæåñòâî R ∈ ΣJ(E), èìåþùåå íóëåâóþ âàðèàöèþ |µJ |(R) ìåðû ïî ïðîåêöèè πJ ,
ÿâëÿåòñÿ íóëü-ìíîæåñòâîì ïî ïðîåêöèè πJ ;

• êîìïàêòíîå íóëü-ìíîæåñòâî R ∈ O(E) ïî ïðîåêöèè πJ èçìåðèìî ïî ïðîåêöèè πJ
è |µJ |(R) = 0.

4.2. Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè ïî ïðîåêöèè. Íèæå äîêàæåì êðèòåðèé èíòå-
ãðèðóåìîñòè ïî ïðîåêöèè πJ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f . Ýòîò êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ ðàçâè-
òèåì èçâåñòíîãî êðèòåðèÿ Ëåáåãà èíòåãðèðóåìîñòè îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè ïî Ðèìàíó.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðàíè÷åííàÿ íà ìíîæåñòâå E ∈ ΣJ ôóíêöèÿ f áû-
ëà πJ-èíòåãðèðóåìà íà ýòîì ìíîæåñòâå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f áûëà
íåïðåðûâíà ïî÷òè âñþäó íà E ïî ïðîåêöèè πJ .

Äîêàçàòåëüñòâî.Íåîáõîäèìîñòü. Ïðè k = 0 òåîðåìà î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâà. Ïóñòü
k > 0, ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà è èíòåãðèðóåìà íà ìíîæåñòâå E ïî ïðîåêöèè πJ , R ⊆ E �
ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî R íå ÿâëÿåòñÿ
íóëü-ìíîæåñòâîì ïî ïðîåêöèè πJ . Îáîçíà÷èì Ri ìíîæåñòâî òî÷åê x èç R, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ: äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U(x) òî÷êè x âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

supU(x)∩E f − infU(x)∩E f ≥ 1

i
.

Èç îïðåäåëåíèÿ òî÷åê ðàçðûâà âûòåêàåò, ÷òî

R =
∞⋃
i=1

Ri.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî i′ ìíîæåñòâî R′ := Ri′ íå ÿâëÿåòñÿ
íóëü-ìíîæåñòâîì ïî ïðîåêöèè πJ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî ïîêðûòèÿ e1, e2, . . . ìíîæåñòâà R′ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∞∑
j=1

vJ(ej) ≥ ε.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ν ∈ N è èç ñåìåéñòâà πJ -äîìåíîâ d v eEν óäàëèì òå, âíóòðåí-
íîñòè êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ ìíîæåñòâîì R′. Ïîëó÷åííîå ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî
e′ν ⊆ eEν ðàíãà ν âêëþ÷àåò ìíîæåñòâî R′, çíà÷èò, ñîâîêóïíîñòü πJ -äîìåíîâ d v e′ν îáðà-
çóåò ýëåìåíòàðíîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà R′. Ñëåäîâàòåëüíî,

vJ(e′ν) =
∑

dve′ν
2−νk ≥ ε.

Ïðè ýòîì
∆SEν ≥

∑
dve′ν

2−νk(Md −md) ≥ ε

i′
> 0
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äëÿ ëþáîãî ν ∈ N. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò èíòåãðèðóåìîñòè ïî ïðîåêöèè πJ ôóíêöèè f
íà ìíîæåñòâå E.

Äîñòàòî÷íîñòü. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî R òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f ÿâëÿ-
åòñÿ íóëü-ìíîæåñòâîì ïî ïðîåêöèè πJ . Ïóñòü ε > 0, M := supE |f |, ε1 := ε

4M
è

1

i
≤ ε2 :=

ε

2(|µJ |(E) + 1)
.

Ïóñòü oν � îáúåäèíåíèå âñåõ πJ -äîìåíîâ d v oEν , êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ
ìíîæåñòâîì Ri, sν � îáúåäèíåíèå âñåõ πJ -äîìåíîâ d v oEν , êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ñ
ìíîæåñòâîì Ri.

Âî-ïåðâûõ, ìíîæåñòâî Ri ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì íóëü-ìíîæåñòâîì ïî ïðîåêöèè πJ .
Çíà÷èò, |µJ |(Ri) = 0 è |µJ |(E \Ri) = |µJ |(E). Äëÿ ëþáîãî ðàíãà ν âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿ oEν = oν ∪ sν , oν ⊆ o

E\Ri
ν ⊆ oν ∪ sEν è

vJ(oEν ) = vJ(oν) + vJ(sν),

vJ(oν) ≤ vJ(oE\Riν ) ≤ vJ(oν) + vJ(sEν ).

Ñëåäîâàòåëüíî,
lim
ν→∞

vJ(sν) = 0

è äëÿ ëþáîãî ν ≥ ν ′ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî vJ(sν) < ε1. Ïðè ýòîì Ri ⊂ int sν .
Âî-âòîðûõ, äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Ē\Ri ñèìâîëîì sxν îáîçíà÷èì îáúåäèíåíèå âñåõ

πJ -äîìåíîâ d v eEν , ñîäåðæàùèõ òî÷êó x. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî ν ≥ νx âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

sup
E∩sxν

f − inf
E∩sxν

f < ε2.

Ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ int sxνx , x ∈ Ē \ Ri ïîêðûâàåò êîìïàêò Ē \ int sν′ .
Âûáåðåì èç ýòîãî ïîêðûòèÿ êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå int sxνx , x ∈ {x(1), . . . , x(t)}. Ïóñòü
íàòóðàëüíîå ν ′′ ≥ max{ν ′, νx(1) , . . . , νx(t)} âûáðàíî èç óñëîâèÿ: äëÿ ëþáîãî ν ≥ ν ′′ âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

vJ(eEν ) < |µJ |(E) + 1.

Ñóììà
∆SEν =

∑
dveEν

2−νk(Md −md)

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ∆S ′ν + ∆S ′′ν , ãäå â ñóììå ∆S ′ν ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî
âñåì πJ -äîìåíàì d v sν′ , à â ñóììå ∆S ′′ν ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì îñòàëüíûì πJ -
äîìåíàì d v eEν . Åñëè ν ≥ ν ′′ è πJ -äîìåí d v eEν íå ëåæèò â ìíîæåñòâå sν′ , òî îí ëåæèò â
sxνx , ãäå x � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç íàáîðà {x(1), . . . , x(t)}. Çíà÷èò, äëÿ âñÿêîãî ν ≥ ν ′′ èìååì

∆SEν ≤ 2Mε1 + (|µJ |(E) + 1)ε2 = ε.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò, ÷òî

lim
ν→∞

∆SEν = 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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4.3. Ñëåäñòâèÿ êðèòåðèÿ. Òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèé f+ è f− ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè
ðàçðûâà ôóíêöèè f . Îòñþäà è èç äîêàçàííîãî êðèòåðèÿ âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëå-
äóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4. Èíòåãðèðóåìîñòü ïî ïðîåêöèè πJ íà ìíîæåñòâå E ∈ ΣJ îãðà-
íè÷åííîé ôóíêöèè f ðàâíîñèëüíà èíòåãðèðóåìîñòè ïî ïðîåêöèè πJ íà ìíîæåñòâå E
ôóíêöèé f+ è f−.

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ è èç î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ SEν (f) = SEν (f+)− SEν (f−) âûòå-
êàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî òàêîå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 5. Èíòåãðèðóåìîñòü ïî ïðîåêöèè πJ íà ìíîæåñòâå E ∈ ΣJ îãðà-
íè÷åííîé ôóíêöèè f ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòå-
ãðàëüíûõ ñóìì limν→∞ SEν (f), êîòîðûé, ïîíÿòíî, íå çàâèñèò îò âûáîðà îòìå÷åííûõ
òî÷åê ξd. Ïðè ýòîì ∫

E

f(x)dxJ = lim
ν→∞

SEν (f). (1)

4.4. Çàìå÷àíèÿ. Ñäåëàåì äâà âàæíûõ çàìå÷àíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ïðåäëîæåíèå 5 ïîêà-
çûâàåò, ÷òî äàííîå â ýòîé ñòàòüå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà ïî ïðîåêöèè ñîáëþäàåò ôîð-
ìàëüíóþ ïðååìñòâåííîñòü, òî åñòü ðå÷ü íå èäåò îá îïðåäåëåíèè íîâîãî èíòåãðàëà, à
ëèøü î ïðîäîëæåíèè òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî êîîðäèíàòàì íà áî-
ëåå îáùèé ñëó÷àé èçìåðèìûõ ÷àñòè÷íî ñèìïëåêñèðîâàííûõ ìíîæåñòâ â Rn.

Âî-âòîðûõ, èíòåãðàëüíàÿ ñóììà SEν (f) èìååò ñìûñë äëÿ ëþáîé ëîêàëüíî îãðàíè÷åí-
íîé íà E ∈ ΣJ ôóíêöèè f . Ïîýòîìó ïðåäëîæåíèå 5 ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå
(1) äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîíÿòèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ïî ïðîåêöèè è ïîíÿòèÿ èíòåãðàëà
ïî ïðîåêöèè íà ïðîèçâîëüíûå ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûå íà E ôóíêöèè. Äàëåå ñèìâî-
ëîì IJ(E) îáîçíà÷àåì ñîâîêóïíîñòü âñåõ πJ -èíòåãðèðóåìûõ íà ìíîæåñòâå E ëîêàëüíî
îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.

5. Ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà ïî ïðîåêöèè

5.1. Àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà ïî ïðîåêöèè. Ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà
ïî ïðîåêöèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: åñëè îãðàíè÷åííàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f èí-
òåãðèðóåìà ïî ïðîåêöèè πJ íà ìíîæåñòâå E ∈ ΣJ è A,A1, A2 ∈ ΣJ(E), A = A1 ∪ A2,
A1 ∩ A2 = ∅, òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî ïðîåêöèè πJ íà ìíîæåñòâàõ A,A1, A2 è

∫

A

f(x)dxJ =

∫

A1

f(x)dxJ +

∫

A2

f(x)dxJ .

Óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 6. Èíòåãðàë ïî ïðîåêöèè îáëàäàåò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðóåìîñòü ïî ïðîåêöèè πJ ôóíêöèè f íà
ìíîæåñòâàõ A,A1, A2 ñëåäóåò èç î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâ

∆SAν ≤ ∆SEν , ∆SA1
ν ≤ ∆SEν , ∆SA2

ν ≤ ∆SEν .
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Ïðè ýòîì ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé p′ν := pA1
ν ∪ pA2

ν , n′ν := nA1
ν ∪ nA2

ν ÿâëÿåòñÿ èñ÷åð-
ïûâàþùåé ìíîæåñòâî A ïî ïðîåêöèè πJ è

(σ′ν)− = (σA1
ν )− + (σA2

ν )−, (σ′ν)+ = (σA1
ν )+ + (σA2

ν )+.

Ñëåäîâàòåëüíî,

IA− = IA1
− + IA2

− , IA+ = IA1
+ + IA2

+ , IA = IA1 + IA2 ,

ãäå IA− � íèæíèé πJ -èíòåãðàë ôóíêöèè f ïî ìíîæåñòâó A, IA+ � âåðõíèé πJ -
èíòåãðàë ôóíêöèè f ïî ìíîæåñòâó A, IA := IA+ − IA− � πJ -èíòåãðàë ôóíêöèè f ïî
ìíîæåñòâó A. �

5.2. Ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà ïî ïðîåêöèè. Ñâîéñòâî ñ÷åòíîé àääèòèâ-
íîñòè èíòåãðàëà ïî ïðîåêöèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: åñëè îãðàíè÷åííàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî ïðîåêöèè πJ íà ìíîæåñòâå E ∈ ΣJ , A,A1, A2, . . . ∈ ΣJ(E),

A =
∞⋃
j=1

Aj

è ìíîæåñòâà A1, A2, . . . ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî ïðî-
åêöèè πJ íà ìíîæåñòâàõ A,A1, A2, . . . è

∫

A

f(x)dxJ =
∞∑
j=1

∫

Aj

f(x)dxJ .

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 7. Èíòåãðàë ïî ïðîåêöèè îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñ÷åòíîé
àääèòèâíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðóåìîñòü ïî ïðîåêöèè πJ ôóíêöèè f íà
ìíîæåñòâàõ A,A1, A2, . . . ñëåäóåò èç î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâ

∆SAν ≤ ∆SEν , ∆SAjν ≤ ∆SEν , j ∈ N.

Ïóñòü ε > 0 è íàòóðàëüíûå ν(j) ïîäîáðàíû òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

vJ(p
Aj
ν(j)) ≥ µ+

J (Aj)− ε

2j
, vJ(n

Aj
ν(j)) ≥ µ−J (Aj)− ε

2j
,

(σ
Aj
ν(j))+ ≥ IAj+ −

ε

2j
, (σ

Aj
ν(j))− ≥ I

Aj
− −

ε

2j
.

Ðàññìîòðèì ïàðó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

p′ν :=
Nν⋃
j=1

pAjν , n
′
ν :=

Nν⋃
j=1

nAjν ,
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ãäå íàòóðàëüíîå Nν âûáðàíî èç óñëîâèÿ: pAjν = n
Aj
ν = ∅ äëÿ ëþáîãî j > Nν . Äëÿ

âûáðàííîãî ε > 0 èìååì

∑

ν(j)≤Nν
µ+
J (Aj)− ε ≤ vJ(p′ν) =

Nν∑
j=1

vJ(pAjν ) ≤
∞∑
j=1

µ+
J (Aj),

∑

ν(j)≤Nν
µ−J (Aj)− ε ≤ vJ(n′ν) =

Nν∑
j=1

vJ(nAjν ) ≤
∞∑
j=1

µ−J (Aj).

Â ñèëó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ìåð µ+
J è µ−J èìååì

lim
ν→∞

vJ(p′ν) = µ+
J (A), lim

ν→∞
vJ(n′ν) = µ−J (A).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé p′ν , n′ν ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùåé ìíîæå-
ñòâî A ïî ïðîåêöèè πJ . Ïðè ýòîì

∑

ν(j)≤Nν
IAj+ − ε ≤ (σ′ν)+ =

Nν∑
j=1

(σAjν )+ ≤
∞∑
j=1

IAj+ ,

∑

ν(j)≤Nν
IAj− − ε ≤ (σ′ν)− =

Nν∑
j=1

(σAjν )− ≤
∞∑
j=1

IAj− .

Ñëåäîâàòåëüíî,

IA+ =
∞∑
j=1

IAj+ , IA− =
∞∑
j=1

IAj− , IA =
∞∑
j=1

IAj . �

5.3. Çàìå÷àíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ïóñòü E ∈ ΣJ , f ∈ IJ(E) è f îãðàíè÷åíà íà E. Íåïî-
ñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà ïî ïðîåêöèè ñëåäóåò, ÷òî IJ(E) ⊆ IJ(intJ E), ãäå
intJ E � πJ -âíóòðåííîñòü E. Çíà÷èò, f ∈ IJ(intJ E) è ïðè ýòîì

∫

E

f(x)dxJ =

∫

intJ E

f(x)dxJ .

Âî-âòîðûõ, ïî êðèòåðèþ èíòåãðèðóåìîñòè ïî ïðîåêöèè ôóíêöèÿ f ∈ IJ(E) ïðèíàä-
ëåæèò IJ(Em) äëÿ ëþáîé πJ -êîìïîíåíòû Em ìíîæåñòâà E. Èç ñîîòíîøåíèÿ

intJ E =
∞⋃
m=1

Em

[2, ïðåäëîæåíèå 3] ïî ñâîéñòâó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà ïî ïðîåêöèè âûòåêàåò,
÷òî ∫

E

f(x)dxJ =

∫

intJ E

f(x)dxJ =
∞∑
m=1

∫

Em

f(x)dxJ .

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò, íàïðèìåð, ÷òî èíòåãðàë ïî ÷àñòè÷íî ñèìïëåêñèðî-
âàííîìó ëèñòó Ìåáèóñà M [1, ï. 3.6] ïî ïðîåêöèè (x1, x2, x3) → (x1, x2) ðàñïàäàåòñÿ
â ñóììó òðåõ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ïî ãðàôèêàì U1, U2, U3 ôóíêöèé ψ1, ψ2 è ψ3

ñîîòâåòñòâåííî.
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