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Введение 

В работе [1] был введен в рассмотрение новый класс почти контактных метрических 
многообразий, обобщающий косимплектические и точнейше косимплектические многообра-
зия. Этот класс был назван классом  NC10.  В статьях [2, 3] мы изучали геометрию тензора 
римановой кривизны  NC10-многообразий. Представляет интерес изучение геометрического 
смысла обращения в нуль одного из элементов спектра тензора римановой кривизны, яв-
ляющегося дополнительным дифференциально-геометрическим инвариантом второго по-
рядка. В частности, были выделены классы  R1,  R2,  R3  NC10-многообразий и получена их 
локальная характеризация. В данной работе мы завершаем изучение геометрии тензора ри-
мановой кривизны  NC10-многообразий. Основным методом исследования является метод 
присоединенной  G-структуры в сочетании с методом инвариантного исчисления Кошуля. 

Работа организована следующим образом. В параграфе 1 напоминаются необходимые 
для дальнейшего исследования сведения об  NC10-многообразиях, получено аналитическое вы-
ражение тензора  Ф-голоморфной секционной кривизны и изучены свойства этого тензора. 

В параграфе 2 получено четвертое дополнительное тождество тензора римановой кри-
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визны  NC10-многообразия, на его основе выделяем класс  R4  NC10-многообразий. Доказано, 
что  NC10-многообразие класса  R4  с нулевым тензором  Ф-голоморфной секционной кри-
визны является  C10-многообразием. 

В параграфе 3 получено пятое тождество римановой кривизны, являющееся следствием 
четвертого тождества. На основе этого тождества выделили класс  R5  NC10-многообразий и 
доказали, что этот класс многообразий совпадает с классом  C10-многообразий. 

1. Тензор  Ф-голоморфной секционной кривизны 
почти контактных метрических многообразий класса  NC10 

Пусть  М – гладкое почти контактное метрическое многообразие размерности  12 n , 
)(MX  – С -модуль гладких векторных полей на многообразии  М.  В дальнейшем все мно-

гообразия, тензорные поля и т.п. объекты предполагаются гладкими класса  С . 

Определение 1.1 [1].  AC-структура, характеризуемая тождеством 

             ),(Y,,YXY YXYX MXYXX XY X    (1.1) 

называется  NC10-структурой.  AC-многообразие, снабженное  NC10-структурой, называется 
NC10-многообразием. 

Полная группа структурных уравнений  NC10-структуры на пространстве присоединен-
ной  G-структуры имеет вид [3]: 

;)1 ba
abba

ab FFd    

;)2   b
ab

cb
abcba

b
a FCd  

;)3   b
ab

cb
abcb

b
aa FCd  (1.2) 

  ,2)4 d
c

bc
ad

hbc
adhad

bc
c
b

a
c

a
b FFCCAd    

где 
0

,1 baabF  ;     0
ˆ,ˆ

1
ba

abF  ;     0 baab FF ;     0 baab FF ;     ab
ab FF  ; 

a
cbabcC ˆ

,2

1



 ;     a

cb

abcC
ˆ,ˆ

2

1



 ;     ][abcabc CC  ;     ][abcabc CC  ; 

abc
abc CC  ;     0][

][  ad
bc

ad
bc AA ;     0 dbc

addbc
ad CFCF . (1.3) 

При этом справедливы следующие равенства: 

0)1  с
bac

с
aсbab FFdF  ; 

0)2  b
c

aca
c

cbab FFdF  ; 
d

abcd
d
cabd

d
badc

d
adbcabc CCCCdC  )3 ; 

d
abcdc

d
abdb

d
adca

d
cbdabс CCCСdС  )4 ; (1.4) 

,)5 h
adh
bc

had
bch

h
c

ad
bh

h
b

ad
hc

d
h

ah
bc

a
h

hd
bc

ad
bc AAAAAAdA    

где 
 ][][ cdbabcda FFC  ;     ][][ cdbabcda FFC  ;        ;0][

][  dha
bc

ad
chb AA  (1.5) 

;2 ][][ dgfchb
adh

dgf
ad

cb CCCCA       ;2 ][][ cgfdah
hbc

cgfda
bc CCCCA   

 ;]||[]||[ gdcb
ad

gd
ad

cb FFFFA       .]||[]||[ gcda
bc

gcda
bc FFFFA   

Тождество  0dbc
adCF   называется первым фундаментальным тождеством  NC10-

структуры; тождество  dgfchb
adh

dgf
ad

cb CCCCA ][][ 2  – вторым фундаментальным тождест-

вом; тождество  ]||[]||[ gdcb
ad

gd
ad

cb FFFFA   – третьим фундаментальным тождеством [2, 3]. 

Предложение 1.1 [1].  NC10-структура является:  1) точнейше косимплектической 
тогда и только тогда, когда второй структурный тензор равен нулю, то есть  0F ;  
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2) структурой класса  С10  тогда и только тогда, когда первый структурный тензор равен 
нулю, то есть  0 abc

abc CC ;  3) косимплектической структурой тогда и только тогда, 

когда  0 abc
abc CC ,  0 ab

ab FF . 

Согласно (1.4:5), система функций   ad
bcA ,  глобально определенная на пространстве 

присоединенной  G-структуры, симметричная по верхним и нижним индексам, образует чис-
тый тензор на  12 nM ,  называемый тензором  Ф-голоморфной секционной кривизны [4]. 
Тензор  )()()()(: MMMMA XXXX    задается формулой 

 ad

cbda

cbad
cbad

bc ZYXAZYXAZY,X,A ˆˆ
ˆˆˆˆ

ˆˆ)(  . (1.6) 

Теорема 1.1. Тензор  Ф-голоморфной секционной кривизны  NC10-многообразия облада-
ет свойствами: 

);,,(),,(),,(),,()1 ZYXAZYXAZYXAZYXA   

);,,(),,()2 ZXYAZYXA   

;0),,()3 ZYXA   (1.7) 

)(,,,0),,(),,()4 MZYXYXAZYA X  . 

Доказательство. 1) В самом деле, 

 ad
cbad

bcad

cbda

cbad
cbad

bc ZYXAZYXAZYXAZY,X,A 1)()()( ˆˆ
ˆˆˆˆ

ˆˆ  

)()()(1 ˆˆ
ˆˆˆˆ

ˆˆˆˆ
ˆˆˆˆ

ˆˆ ZY,X,AZYXAZYXAZYXA ad

cbda

cbad
cbad

bcad

cbda

cb
  

и 

   )()()( ˆˆ
ˆˆˆˆ

ˆˆˆˆ
ˆˆˆˆ

ˆˆ ad

cbda

cbad
cbad

bcad

cbda

cbad
cbad

bc ZYXAZYXAZYXAZYXAZY,X,A  

)(),(11 ˆˆ
ˆˆˆˆ

ˆˆ MZY,X,ZY,X,AZYXAZYXA ad

cbda

cbad
cbad

bc X . 

2) Поскольку  0][ ad
bcA ,  то 

 ad

cbda

cbad
cbad

bc ZYXAZYXAZY,X,A ˆˆ
ˆˆˆˆ

ˆˆ)(  

)(,)(ˆˆ
ˆˆˆˆ

ˆˆ
MZY,X,ZX,Y,AZYXAZYXA ad

cbda

bcad
cbad

cb X . 

3) Так как  0)(  aa    и  0)( ˆˆ  aa ,  то 

   ad
cbad

bcad

cbda

cbad
cbad

bc ZYXAZYXAZYXAZY,X,A )()( ˆˆ
ˆˆˆˆ

ˆˆ  

)(,0)( ˆˆ
ˆˆˆˆ

ˆˆˆˆ
ˆˆˆˆ

ˆˆ MZY,X,ZYXAZYXAZYXA ad

cbda

cbad
cbad

bcad

cbda

cb
X . 

4) С учетом равенств  0ˆ  aa   имеем: 

0),( ˆˆ
ˆˆˆˆ

ˆˆ  ad

cbda

cbad
cbad

bc ZYAZYAZY,A  

и 

)M(,0)( ˆˆ
ˆˆˆˆ

ˆˆ X ZY,X,YXAYXAY,X,A ad

cbda

cbad
cbad

bc .  

В работе [1] доказана следующая теорема. 

Теорема 1.2 [1].  NC10-многообразие  М  является многообразием точечно постоянной  
Ф-голоморфной секционной кривизны  с  тогда и только тогда, когда на пространстве при-

соединенной  G-структуры тензор  ad
bcA   имеет вид  ad

bc
ad
bc

c
A ~

2
 ,  где  a

c
d
b

d
c

a
b

ad
bc  

~
. 

Применим процедуру восстановления тождества [4, 5] к равенствам: 

  0
2

1~

2
0000  c

d
b

d
cb

d
bc

d
bc

c
A  ;      a

c
d
b

d
c

a
b

ad
bc

ad
bc

c
A  

2

1~

2
; 
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  0
2

1~

2
ˆˆˆˆ  a
c

d
b

d
c

a
b

da
bc

da
bc

c
A , 

то есть   i
c

d
b

d
c

i
b

id
bc

id
bc

c
A  

2

1~

2
.  С учетом (1.6) последнее равенство запишем в виде: 

   
dbcdcbdcb

c
A ˆˆˆ ,,

2
,,  .  Поскольку векторы     

ba ˆ,    образуют базисы под-

пространств  1
D   и  1

D   соответственно, а проекторами модуля  )M(X   на подмодули  

1
D   и  1

D   являются эндоморфизмы    1
2

1 2   и    1
2

1 2 ,  то 

последнее равенство запишется в виде: 

  ZZYYXXA 1,1,1 222  

   ZZYYXX
c

1,11{
2

222  

  ).(,,},1,11 222 MZYXZZXXYY X  

Расписывая полученное равенство по линейности и выделяя действительную и мнимую 
части, получим эквивалентное тождество: 

 ),,(),,(),,(),,( 222222 ZYXAZYXAZYXAZYXA  

 ZYXZYXZYXZYX
c 222222 ,,,,{
2

 

).(,,},,,,, 222222 MZYXZXYZXYZXYZXY X  

С учетом теоремы 1.1 и равенств  )()(,, YXYXYX  ,   )(2 XXX    

и    YXYX  ,,   последнее тождество можно записать в виде: 

    ).(,,},,,,,{
2

),,( 22 MZYXZXYZYXZYXZYX
c

ZYXA X  

Таким образом, имеет место следующая теорема. 

Теорема 1.3. Тензор  Ф-голоморфной секционной кривизны  NC10-многообразия имеет вид: 

    ).(,,},,,,,{
2

),,( 22 MZYXZXYZYXZYXZYX
c

ZYXA X  

2. Четвертое дополнительное тождество кривизны 
почти контактных метрических многообразий класса  NC10 

Напомним [1], что существенные ненулевые компоненты тензора Римана-Кристоффеля 
на пространстве присоединенной  G-структуры имеют вид: 

1) cb
ac

b
a FFR 00 ; 

2) hbc
adhad

bc
a

dbc
CCAR ˆ ; 

3) hcd
abha

cdb
CCR 2ˆ  ; 

4) cdabacdb
a
bcd FFCR ˆ .  (2.1) 

Применим процедуру восстановления тождества [4, 5] к равенствам 

0000
ˆ  hbc

dhd
bcdbc

CCAR ,     hbc
adhad

bc
a

dbc
CCAR ˆ ,     0ˆˆˆ

ˆ  hbc
dhada

bc
a

dbc
CCAR . 

Таким образом, i

dbc,

id
bchbc

idhid
bc

i

dbc
CACCAR ˆˆ  , а значит, в каждой точке Mp  

      cbdcbbdc CAR
d

  ,,,,
ˆˆˆ .  Поскольку векторы     

ba ˆ,    образуют базисы под-



ISSN 2410-3225 Ежеквартальный рецензируемый, реферируемый научный журнал «Вестник АГУ». Выпуск 2 (201) 2017 

 – 37 – 

пространств  1
D   и  1

D   соответственно, а проекторами модуля  )(MX   на подмодули 

1
D   и  1

D   являются эндоморфизмы    1
2

1 2   и    1
2

1 2 ,  то 

последнее равенство запишется в виде: 

   XXZZYYR 11,1 222  

  ZZYYXXA 1,1,1 222  

   ).(,,,1,1 22

12 MZYXYYXXC
ZZ

X


 

Расписывая полученное равенство по линейности и выделяя действительную и мнимую 
части, получим эквивалентное тождество: 

 ZYXRZYXRZYXRZYXR 222222 ),(),(),(),(  

 ),,(),,(),,(),,( 222222 ZYXAZYXAZYXAZYXA  

         
YXCYXCYXC ZZZ

,,, 222
22  

   ).(,,,, 2 MZYXYXCZ X   

С учетом теоремы 1.1 и теоремы 2.1 [3] последнее тождество примет вид: 

 ZYXRZYXRZYXRZYXR 222222 ),(),(),(),(  

     


YXCYXCZYXA
ZZ

,,),,(4 22
22  

       ).(,,,,, 22 MZYXYXCYXC ZZ X   (2.2) 

Назовем тождество (2.2) четвертым дополнительным тождеством тензора римано-
вой кривизны  AC-многообразия класса  NC10. 

Определение 2.1.  AC-многообразие назовем многообразием класса  R4,  если его тен-
зор римановой кривизны удовлетворяет условию: 

).(,,,0),(),(),(),( 222222 MZYXZYXRZYXRZYXRZYXR X  

Теорема 2.1.  NC10-многообразие является многообразием класса  R4  тогда и только 
тогда, когда на пространстве присоединенной  G-структуры  0ˆ 

a

dbc
R . 

Доказательство. Пусть  NC10-многообразие является многообразием класса  R4.  То-
гда, согласно определению 2.1, имеет место тождество 

)(,,,0),(),(),(),( 222222 MZYXZYXRZYXRZYXRZYXR X , 

которое на пространстве присоединенной  G-структуры перепишется в виде: 

0 l
q

k
p

h
r

j
h

i
jkl

l
s

k
p

j
r

i
jkl

l
q

m
p

k
m

j
r

i
jkl

s
q

l
s

m
p

k
m

h
r

j
h

i
jkl RRRR . 

С учетом (2.1) и вида матрицы  Ф  получим  044 ˆ

ˆˆˆ  a

dcb

a

dbc
RR ,  то есть  0ˆ 

a

dbc
R ,  

0ˆ

ˆˆ a

dcb
R . 

Обратно, пусть для  NC10-многообразия  0ˆ 
a

dbc
R .  Поскольку для  NC10-многообразия 

имеют место равенства  0ˆ
ˆ 

a

dbc
R   и  00

ˆ dbc
R ,  то применяя процедуру восстановления тожде-

ства к равенствам  0ˆ 
i

dbc
R ,  получим: 

 ZYXRZYXRZYXR ),(),(),( 22222  

)(,,,0),( 2 MZYXZYXR X .  

Из определения 2.1 и (2.2) непосредственно следует следующая теорема. 
Теорема 2.2. Тензор  Ф-голоморфной секционной кривизны  NC10-многообразия класса 

R4  имеет вид 
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     


YXCYXCZYXA
ZZ

,,{
4

1
),,( 22

22  

      ).(,,},,, 22 MZYXYXCYXC ZZ X   

Теорема 2.3.  NC10-многообразие класса  R4  с нулевым тензором  Ф-голоморфной сек-
ционной кривизны является многообразием класса  C10. 

Доказательство. Согласно теореме 2.1,  NC10-многообразие является многообразием 
класса  R4  тогда и только тогда, когда на пространстве присоединенной  G-структуры 

0ˆ 
a

dbc
R   с учетом (2.1) примет вид: 

 hbc
adhad

bc CCA  . (2.3) 

Если многообразие имеет нулевой тензор  Ф-голоморфной секционной кривизны, то  
0hbc

adhCC .  Сворачивая последнее равенство сначала по индексам  a  и  b,  затем по индек-

сам  c  и  d,  получим  0
2  abc

abc

abc
abc CCC ,  то есть  0abcC ,  то есть многообразие, со-

гласно предложению 1.1, является многообразием класса  C10.  

Пусть  12 nM  – NC10-многообразие класса  R4  с нулевым тензором  Ф-голоморфной сек-
ционной кривизны. Третье фундаментальное тождество с учетом (2.3) запишется в виде:  

]||[]||[ gdcb
ad

gdchb
adh FFFFCC  .  Полученное тождество с учетом первого фундаментального тож-

дества запишется в форме  dcbg
ad

dgbc
ad FFFFFF  .  Свернем это равенство по индексам  a  и  b,  

тогда получим:  dcag
ad

dgac
ad FFFFFF  .  В правой части переобозначим немые индексы  a  и  d,  

тогда  dgac
ad

acdg
da

dgac
ad FFFFFFFFF  ,  то есть  0dg

ad
ca FFF ,  то есть      0,2 gc FF  .  

В силу свойств второго структурного тензора (см. предложение 4 [1])    0,3 gcF    и в силу 

невырожденности метрики получим  0F .  Значит, согласно предложению 1, многообразие 
является плоским косимплектическим. Учитывая локальное строение косимплектических мно-
гообразий [4], теорему 2.3 можно сформулировать следующим образом. 

Теорема 2.4.  NC10-многообразие класса  R4  с нулевым тензором  Ф- голоморфной сек-
ционной кривизны локально эквивалентно произведению плоского келерова многообразия на 
вещественную прямую. Если многообразие односвязно, то указанные локальные эквивалент-
ности можно выбрать глобальными. 

Поскольку всякое полное односвязное келерово многообразие нулевой голоморфной сек-
ционной кривизны изометрично комплексному евклидову пространству  Сn,  снабженному стан-

дартной эрмитовой метрикой  2, ds ,  в каноническом атласе задаваемой соотношением  

 


n

a

aa zddzds
1

2 ,  то, подытожив вышеизложенное, сформулируем следующую теорему. 

Теорема 2.5.  NC10-многообразие класса  R4  с нулевым тензором  Ф-голоморфной секци-
онной кривизны локально эквивалентно произведению комплексного евклидова пространства  
Сn  на вещественную прямую, снабженной канонической косимплектической структурой. 

3. Пятое дополнительное тождество кривизны 
почти контактных метрических многообразий класса  NC10 

Как известно [4], тензор Римана-Кристоффеля обладает тождеством Риччи, то есть  
      0,,,  YXZRXZYRZYXR ,  которое на пространстве присоединенной  G-структуры 

примет вид:  0ˆˆˆ  a

bcd

a

bdc

a

dbc
RRR .  Из последнего равенства следует, что из равенства  

0ˆ 
a

dbc
R   следует равенство  0ˆ a

bcd
R .  Поэтому представляет интерес исследовать геометри-

ческий смысл равенства нулю компоненты  a

bcd
R ˆ . 

Применив процедуру восстановления тождества ([4, 5]) к равенствам 00
ˆ 
bcd

R ,  
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hbc
abha

bcd
CCR 2ˆ  ,  0ˆ

ˆ a

bcd
R ,  получим: 

 ZYXRZYXRZYXRZYXR 222222 ),(),(),(),(  

         
YXCYXCYXC ZZZ

,,,{2 222
22  

    ).(,,},, 2 MZYXYXCZ X   (3.1) 

Назовем тождество (3.1) пятым дополнительным тождеством тензора римановой 
кривизны  AC-многообразия класса  NC10. 

Определение 3.1.  AC-многообразие назовем многообразием класса  R5,  если его тен-
зор римановой кривизны удовлетворяет условию: 

 ZYXRZYXRZYXR ),(),(),( 22222  

).(,,,0),( 2 MZYXZYXR X  

Из определения 3.1 и (3.1) вытекает справедливость следующей теоремы. 

Теорема 3.1.  NC10-многообразие является многообразием класса  R5  тогда и только 
тогда, когда 

     


YXCYXC
ZZ

,, 22
22  

      ).(,,,0,, 22 MZYXYXCYXC ZZ X   

Теорема 3.2.  NC10-многообразие является многообразием класса  R5  тогда и только 
тогда, когда на пространстве присоединенной  G-структуры  0ˆ a

bcd
R . 

Доказательство данной теоремы проводится аналогично доказательству теоремы 2.1, и 
мы опустим его. 

Теорема 3.3.  NC10-многообразие является многообразием класса  R5  тогда и только 
тогда, когда многообразие является  C10-многообразием. 

Доказательство. Из (2.1:3) и теоремы 3.3 следует, что  NC10-многообразие является 
многообразием класса  R5  тогда и только тогда, когда  0hcd

abhCC .  Свертывая последнее 

равенство сначала по индексам a и d, затем по индексам c и b, получим 
0 abc

abc

abc abc CCC ,  то есть  0abcC ,  то есть многообразие, согласно предложению 1.1, 

является многообразием класса  С10.  Поскольку для  AC-многообразия класса  С10   0abcC ,  

оно является, согласно теореме 3.3, многообразием класса  R5.  
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