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Аннотация. Рассматривается пространство гладких векторных полей, заданных в 

замкнутой области  D  на плоскости, инвариантных относительно центральной симметрии и 

трансверсальных границе  D.  Описано множество векторных полей, грубых относительно 

этого пространства; показано, что оно открыто и всюду плотно. Во множестве всех негру-

бых векторных полей выделено открытое всюду плотное подмножество, состоящее из век-

торных полей первой степени негрубости. 
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Введение 
 

Изучение грубости и бифуркаций в пространствах векторных полей с симметри-

ей представляет несомненный интерес как с теоретической, так и с прикладной точек 

зрения. 

Локальным бифуркациям векторных полей на плоскости и в пространствах 

большей размерности, инвариантных относительно разных групп преобразований, по-

священо довольно много работ, например [1–5]. Было также получено описание грубых 

векторных полей в пространстве плоских  C -векторных полей, инвариантных относи-

тельно групп вращений [6, 7], а также грубых векторных полей и векторных полей пер-

вой степени негрубости в пространстве однородных полиномиальных векторных полей 

фиксированной степени  n   (они инвариантны относительно группы растяжений плос-

кости) [8, 9]. 
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Здесь мы исследуем грубость и первую степень негрубости относительно про-

странства плоских  rC -векторных полей  ( 3r  )  с центральной симметрией. 
 

1. Основные результаты 

Пусть 

D  – замкнутая область на плоскости  2
R   с гладкой границей  D ,  симметрич-

ная относительно преобразования центральной симметрии  1 2 1 2: ( , ) ( , )S z z z z z z= − = − − ; 

( )r DX  – банахово пространство  rC -векторных полей на  D   с  rC -нормой  
r

 ,  

1r  [10]; 

( , )r D SX  – его замкнутое подпространство, состоящее из векторных полей  X ,  

инвариантных относительно преобразования симметрии  S : ( ) ( )x D X z X z  − = − ; 

( )r D+X   ( ( , )r D S+X ) – открытое подмножество в  ( )r DX   (в  ( , )r D SX ),  состоящее 

из векторных полей, трансверсальных  D . 

Векторные поля  0X   и  X   из  ( )r DX   называются топологически эквивалент-

ными, если существует гомеоморфизм  :h D D→ ,  переводящий траектории поля  X   в 

траектории поля  0X   с сохранением ориентации на них. 

Пусть  ( )r DX .  Векторное поле  0X    назовем грубым относительно   ,  

если существует такая его окрестность  0( )U X   в  ( )r DX ,  что векторное поле  0X   и 

любое векторное поле  0( )X U X    топологически эквивалентны. Множество таких 

векторных полей обозначим  0  .  Векторное поле  0

0 \X      назовем векторным 

полем первой степени негрубости относительно   ,  если оно грубое относительно  
0\   .  Для поля  0 ( , )rX D S+X ,  грубого относительно  ( , )r D S+X ,  и поля  

0

0 ( , ) \ ( , )r rX D S D S+ + X X ,  первой степени негрубости относительно  ( , )r D S+X ,  слова 

«относительно  ( , )r D S+X »  будем далее опускать. 

Как известно [11], множество  0 ( )r D+ X   векторных полей, грубых относительно  

( )r D+X ,  состоит из векторных полей, для которых все особые точки и замкнутые траек-

тории грубые (= гиперболические) и не существует траекторий, идущих из седла в седло. 

Теорема 1.  1. 0 0( , ) ( ) ( , )r r rD S D D S+ + + = X X X . 

                     2. Множество  0 ( , )r D S+ X  – открыто и всюду плотно в  ( , )r D S+X . 

Доказательство теоремы 1 приведено в разделе 2. 

Будем теперь считать, что  3r  .  Пусть  0z  – особая точка поля  0 ( )rX DX ,  для 

которой линейный оператор  0

0 ( )dX z   имеет собственные значения  0 0    и  0 .  Вы-

берем координаты  ,x y   в окрестности точки  0z ,  в которых поле имеет вид 

 0 0( , ) ( , ) / ( ( , )) /X x y r x y x y s x y y=   + +   , (1) 

где  r   и  s  – rC -функции, обращающиеся при  0x y= =   в нуль вместе с производны-

ми первого порядка. 

Особая точка  0z   называется простым седло-узлом, если  (0,0) 0xxr  .  Она имеет 

два гиперболических сектора и один параболический, устойчивый при  0 0    и не-

устойчивый при  0 0    [12, п. 21.1]. Граничные траектории гиперболических секторов 

называются сепаратрисами седло-узла  0z . 

Пусть теперь  0 ( , )rX D SX ,  а особая точка  0z   совпадает с началом координат  

(0,0)O = .  Мы можем считать, что координаты  ,x y   выбраны так, что в (1)  
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( , ) ( , )r x y r x y− −  − ,  ( , ) ( , )s x y s x y− −  − .  Поэтому  ( , )r x y   и  ( , )s x y   обращаются при  

0x y= =   в нуль вместе с производными первого и второго порядка. Если  

0 (0,0) 0xxxr   ,  то особая точка  O  – топологическое седло. Будем называть ее простым 

негрубым седлом. Граничные траектории гиперболических секторов точки  O   называ-

ются ее сепаратрисами.  Если  0 0  ,  (0,0) 0xxxr    (соответственно,  0 0  ,  

(0,0) 0xxxr  ),  то особая точка  O  – устойчивый (соответственно, неустойчивый) топо-

логический узел [12, п. 21.1]. Будем называть ее простым негрубым узлом. Существуют 

ровно две траектории, входящие в точку  O   при  t →+   (соответственно, при  

t →− )  по направлению  0x = .  Назовем их входящими (соответственно, выходящи-

ми) сепаратрисами особой точки  O . 

Определим следующие подмножества  i   ( 1,2,...,8i = )  в  0( , ) \ ( , )r rD S D SX X : 

1   состоит из векторных полей, у которых все замкнутые траектории и особые 

точки грубые, за исключением точки  O ,  являющейся простым негрубым седлом, и не 

существует выходящей сепаратрисы какого-нибудь седла, являющейся одновременно и 

входящей сепаратрисой этого или другого седла; 

2   состоит из векторных полей, у которых все замкнутые траектории и особые 

точки грубые, за исключением точки  O ,  являющейся простым негрубым узлом, и не 

существует выходящей сепаратрисы какой-нибудь особой точки, являющейся одно-

временно и входящей сепаратрисой этой или другой особой точки; 

3   состоит из векторных полей, у которых все замкнутые траектории и особые 

точки грубые, за исключением точки  O ,  являющейся сложным фокусом кратности 1 

или пары  0z+   и  0 0( )z S z− +=   сложных фокусов кратности 1, и не существует выходящей 

сепаратрисы какой-нибудь особой точки, являющейся одновременно и входящей сепа-

ратрисой этой или другой особой точки; 

4   состоит из векторных полей, у которых все замкнутые траектории и особые 

точки грубые, за исключением двух симметричных простых седло-узлов  0z+   и  
0 0( )z S z− += ,  и не существует выходящей сепаратрисы особой точки, являющейся одно-

временно и входящей сепаратрисой этой или другой особой точки; 

5   состоит из векторных полей, у которых все замкнутые траектории и особые 

точки грубые, за исключением двойного цикла  0 0S =  ;  не существует выходящей 

сепаратрисы седла, являющейся одновременно и входящей сепаратрисой этого или 

другого седла; не существует сепаратрис двух седел, предельных к двойному циклу при  

t →+   и при  t →− ; 

6   состоит из векторных полей, у которых все замкнутые траектории и особые 

точки грубые, за исключением двух двойных циклов  0

+   и  0 0S− + =  ;  не существует 

выходящей сепаратрисы седла, являющейся одновременно и входящей сепаратрисой 

этого или другого седла; не существует сепаратрис двух седел, предельных к  0

+   ( 0

− )  

при  t →+   и при  t →− ; 

7   состоит из векторных полей, у которых все замкнутые траектории и особые 

точки грубые; не существует выходящей (входящей) сепаратрисы седла, являющейся 

одновременно и входящей (выходящей) сепаратрисой этого или другого седла, за ис-

ключением двух сепаратрис седла  O ,  являющихся и входящими (выходящими) сепа-

ратрисами двух седел  0z+   и  0 0( )z S z− += .  Если при этом  0 0z z O− += = ,  то седловая вели-

чина  0 0tr ( ) 0dX O =    и не существует сепаратрис, предельных к петлям сепаратрис 
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седла  O   и к контуру, образованному этими петлями; 

8   состоит из векторных полей, у которых все замкнутые траектории и особые 

точки грубые; не существует выходящей (входящей) сепаратрисы седла, являющейся и 

входящей (выходящей) сепаратрисой этого или другого седла, за исключением выхо-

дящих сепаратрис  1L   и  1SL   седел  0

1z O   и  0

1Sz ,  являющихся и входящими сепара-

трисами соответственно седел  0

2z O   и 0

2Sz .  При этом, если  0 0

1 2z z= ,  то седловая ве-

личина  0

0 1tr ( ) 0dX z    и не существует сепаратрис, предельных к петлям сепаратрис 

седел  0

1z   и 0

1Sz ,  если  0 0

1 2Sz z= ,  то седловая величина  0

0 1tr ( ) 0dX z    и не существует 

сепаратрис, предельных к контуру  1 1L SL . 

Пусть  8

1: i i= =  . 

Теорема 2.  1. Векторные поля, принадлежащие множеству   ,  имеют первую 

степень негрубости. 

2. Множество     открыто и всюду плотно в  0( , ) \ ( , )r rD S D S+ +X X . 

3. Множество    – вложенное  1rC − -подмногообразие  ( , )r D S+X   коразмерно-

сти один. 

Доказательство теоремы 2 дано в разделах 3–4. 

2. Грубость векторных полей 

Докажем плотность множества  0 ( ) ( , )r rD D S+ + X X   в  ( , )r D S+X .  Пусть  0( )V X  – 

произвольная окрестность поля  0 ( , )rX D S+X   в  ( , )r D S+X .  Из доказательства теоремы 

Вейерштрасса о приближении [13, с. 37] следует, что в  0( )V X   существует полиноми-

альное векторное поле  0 ( , )rY D S+X .  Изменив только его линейную часть в точке  O ,  

можно получить векторное поле  1 0( )Y V X ,  для которого особая точка  O   грубая. 

Покажем, что в  0( )V X   имеется полиномиальное векторное поле  Z ,  все особые точки 

которого грубые. 

Пусть  1 11 1 2 1 12 1 2 2( , ) / ( , ) /Y Y z z z Y z z z=   +   ,  а степень полиномов  11 1 2( , )Y z z   и  

12 1 2( , )Y z z   не превосходит числа  3n  .  Пусть  a  – негрубая особая точка. Выберем 

базис в  2
R   так, чтобы в координатах  1 2,z z   в этом базисе точка  a   имела координаты  

1 2( , )a a ,  где  1 20, 0a a  .  Тогда симметричная особая точка  ( )S a   имеет координаты  

1 2( , )a a− − .  Векторное поле 

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 11 1 1 12 2 2 1 2 21 1 1 22 2 2 2( , ) ( ( ) ( )) / ( ( ) ( )) / ( , )rH z z z c z a c z a z z c z a c z a z D S= − + −   + − + −   X  

и имеет особыми точками  a   и  ( )S a .  Матрица линейной части поля в точке  a   имеет вид 

2

1 11 1 2 12

2

1 2 21 2 22

2 2

2 2

a c a a c

a a c a c

 
 
 

. 

За счет выбора чисел  ijc   она может быть сделана произвольной. Поэтому чис-

ла  ijc   можно подобрать так, чтобы при достаточно малых  0    векторное поле  

1Y H+   принадлежало окрестности  0( )V X   и имело  a   и  ( )S a   своими грубыми 

особыми точками. При достаточно малом     поле  2 1Y Y H= +   имеет, по меньшей 

мере, на две грубые особые точки  ( a   и  ( )S a )  больше, чем поле  1Y .  Повторяя эту 

процедуру, получим по индукции векторное поле  1 1 2 2 0/ / ( )N N NY Y z Y z V X=   +    ,  
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где  1 1 2( , )NY z z   и  1 1 2( , )NY z z   полиномы степени  n ,  для которого либо а) все особые 

точки грубые, либо б) имеется  24n   грубых особых точек. Покажем, что случай б) 

невозможен. Если полиномы  1 2( , )kNY z z   ( 1,2k = )  взаимно просты, то по теореме Безу 

[17, п. 3.1] поле  NY   имеет не более  2n   особых точек в противоречие с б). Если эти 

полиномы не взаимно просты, то их можно разложить на неприводимые множители:  
1 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )k k kmn n n

kN mY z z L z z L z z L z z= ,  где  1 2m n  ,  0kjn  ,  1 2 1j jn n+  ,  не-

приводимый множитель 1 2( , )jL z z  имеет степень 1jq  , {1,..., }j m ,  

1 1 ...k km mn q n q n+ +  .  Особые точки, в которых  1 2

1 2 1 2( , ) ( , ) 0j jn n

j jL z z L z z= =   при некото-

ром  {1,..., }j m ,  являются негрубыми. Поэтому любая грубая особая точка является 

решением одной из систем уравнений  
1 2 1 2( , ) ( , ) 0i jL z z L z z= = ,  , {1,..., }i j m ,  i j .  

Используя теорему Безу, получаем, что общее число решений этих систем  

2

, 1 1 1

4
m m m

i j i j

i j i j

q q q q n
= = =

     .  Поэтому число грубых особых точек  24n ,  что проти-

воречит б). 

Таким образом, в  0( )V X   имеется полиномиальное векторное поле  NZ Y= ,  все 

особые точки которого грубые. Рассмотрим векторное поле  Z ,  полученное поворо-

том поля  Z   на угол  arctg .  Как и в [14], получаем, что при некотором  0    поле  
0

0( ) ( )rZ V X D +  X .  Тем самым доказана плотность  0 ( ) ( , )r rD D S+ + X X   в  ( , )r D S+X .  

Открытость  0 ( ) ( , )r rD D S+ + X X   в  ( , )r D S+X   следует из открытости  0 ( )r D+ X   в  ( )r D+X .  

Равенство  0 0( , ) ( ) ( , )r r rD S D D S+ + + = X X X   доказывается аналогично [6]. 

Замечание. В работе [6] в доказательстве теоремы при приближении векторного 

поля  SX    полиномиальным полем, имеющим только грубые особые точки, пропущено 

рассмотрение ситуации, когда  SX    имеет бесконечное число особых точек. В этом 

случае следует, как и выше, построить по индукции последовательность векторных по-

лей  NY ,  где  1 SY X = ,  1N N N NY Y H−= + ,  а  NH  – полиномиальное векторное поле, со 

следующими свойствами: Если  pO   ( 0,1,..., 1p q= − ,  ( 1)mod 2 / ( )p q p q pO R O+ = ) – негрубые 

особые точки поля  1NY − ,  то они и грубые особые точки поля  NH ,  причем  

tr ( ) 0pdH O  .  Существование такого поля  NH   при любом  2q    следует из [1, 

с. 267–280]. 

3. Плотность множества     во множестве негрубых векторных полей 

Пусть  0

0 ( , ) \ ( , )r rX D S D S+ + X X ,  но  0X  .  Зададим окрестность  0( )V X   поля  

0X   в  ( , )r D S+X   и найдем в ней векторное поле из   .  Возможен один из следующих 

случаев: 

1) 0X   имеет двойной цикл; 

2) 0X   имеет негрубую замкнутую траекторию, не являющуюся двойным циклом; 

3) 0X   имеет сложный фокус кратности один; 

4) 0X   имеет негрубую особую точку с чисто мнимыми собственными значени-

ями, не являющуюся сложным фокусом кратности один; 

5) 0X   имеет негрубую особую точку  O ,  для которой  0det ( ) 0dX O = ; 
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6) 0X   имеет негрубую особую точку  0z O+  ,  для которой  0

0det ( ) 0dX z = ; 

7) 0X   имеет только грубые особые точки и замкнутые траектории. 

В случае 1) либо а) двойной цикл  0   симметричен:  0 0S =  ,  либо б) имеется 

два двойных цикла  +   и  S− + =  . 

В варианте 1а) существует окрестность  0( )U    цикла, ограниченная двумя 

гладкими простыми замкнутыми  кривыми:  S + +=   и  S − −= ,  в точках которых 

поле  0X   направлено соответственно в  0( )U    и  из  0( )U  ,  причем все траектории, 

начинающиеся в кольце между  0   и   +
  ( 0   и   −

),   -предельны  ( -предельны) к  

0 .  Пусть  0   задается уравнениями  ( )k kz t= ,  1,2k = ,  где  ( )k t  – T -

периодическая  1rC + -функция. Следуя [11, п. 26.1], введем в некоторой окрестности  

0( )U    цикла  0 ,  содержащейся в  0( )U  ,  цилиндрические координаты  ( , mod )n s T  

формулами  1 1 2( ) ( )z s n s  = +  ,  2 2 1( ) ( )z s n s  = −  ,  n  ,  sR ,  и определим в ней  

rC -функцию  ( )F z ,  поставив в соответствие точке  1 2( , )z z z=   ее координату  n .  То-

гда  ( )F z   инвариантна при преобразовании  S ,  то есть  ( ( )) ( )F S z F z= .  В кольце, за-

даваемом в координатах ( , mod )n s T  неравенством  0 /3n     ( / 3 0n−   ),  по-

строим замкнутую трансверсаль   +
  ( −

 )  к полю  0X .  По теореме 1 для любого  0    

существует векторное поле  0 ( , )rX D S + X ,  
0 r

X X −  .  Пусть  : →R R  – такая  

C -функция, что  ( ) 0n =   при  / 3n    и  ( ) 1n =   при  2 / 3n  .  Рассмотрим век-

торное поле 

0 0( ) ( ) ( ( ))( ( ) ( ))Y z X z F z X z X z = + −    при   0( )z U     и 

 ( ) ( )Y z X z =    при   0\ ( )z D U  . (2) 

Поле  ( , )rY D S X .  Если     достаточно мало, то  0( )Y V X  .  Так как положи-

тельные (отрицательные) полутраектории поля  0X ,  начинающиеся в точках   +   ( − ),  

трансверсальны   +   ( − )  и трансверсально пересекают   +
   ( −

 ),  то такое же утвер-

ждение верно и для всех векторных полей из некоторой окрестности  0( )V X   поля  0X   

в  ( , )r D S+X .  Если     достаточно мало, то  0 0( ) ( )Y V X V X   .  Но тогда векторное по-

ле  Y   имеет все свойства векторного поля из  5 ,  возможно за исключением отсут-

ствия сепаратрис двух седел, предельных к  0   при  t →+   и при  t →− .  Если та-

ковые отсутствуют, то  5Y  ,  что требовалось доказать. Пусть поле  Y   имеет выхо-

дящую сепаратрису,   -предельную к  0 ,  и входящую сепаратрису,   -предельную к  

0 .  Пусть  Z  – векторное поле, полученное поворотом поля  Y   на угол  arctg .  Со-

гласно [11, п. 31.7] существует   ,  при котором поле  0 0: ( )Q Z V X=    имеет только 

грубые особые точки и замкнутые траектории,  2 2m    сепаратрис  kL ,  1,...,2k m=   

( i m iL SL+ =   при  1,...,i m= ),  соединяющие седла, лежащие в разных компонентах  

2

0\R ,  все остальные выходящие (входящие) сепаратрисы седел   -предельны  ( -

предельны) к узлам, фокусам или циклам. Если  1m = ,  то  0 7Q    или  0 8Q  .  Если 

2m    на сепаратрисах  kL ,  2,...,k m= ,  отметим по точке  ka .  Рассмотрим векторное 

поле  vQ ,  полученное поворотом поля  0Q   на угол  arctg ( )vg z ,  где  : [0,1]g D→   та-
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кая  C -функция, что  ( ) ( )g z g z−  ,  ( ) 1kg a = , 2,...,k m= ,  и  ( ) 0g z =   в точках сепа-

ратрис  1L   и  1mL + .  При достаточно малом  0v    поле  0( )vQ V X ,  имеет сепаратрисы  

1L   и  1mL + ,  идущие из седла в седло, а все остальные сепаратрисы, либо   -предельны 

либо   -предельны к узлам, фокусам или циклам. Тем самым,  vQ   принадлежит либо  

7 ,  либо  8 . 

В варианте 1б) выберем окрестность  ( )U +   цикла  + ,  ограниченную двумя 

гладкими простыми замкнутыми  кривыми:   +
  и   −

,  в точках которых поле  0X   

направлено соответственно в  ( )U +   и  из  ( )U + ,  причем все траектории, начинаю-

щиеся в кольце между  0   и   +
  ( 0   и   −

),   -предельны  ( -предельны) к  0 .  То-

гда  ( ) ( )U SU− + =   – окрестность цикла  − ,  не пересекающаяся с  ( )U + .  Вектор-

ное поле  ( , )rY D S X   в точках  ( )U +   зададим аналогично тому, как оно было опре-

делено в  0( )U    в варианте 1а); в точках  ( )U −   положим  ( ) : ( )Y z Y z = − − ,  а в точках  

\ ( ) \ ( )D U U+ −    пусть  0( ) : ( )Y z X z = .  Далее, как и в варианте 1а),  получаем, что в 

окрестности  0( )V X   существует векторное поле, принадлежащее  0( )V X  . 

В случае 2) из [11, п. 27.1] следует, что в  0( )V X   существует векторное поле, 

имеющее двойной цикл. Поэтому в окрестности  0( )V X   есть и векторное поле из   . 

Рассмотрим случай 3). Если фокус кратности 1 находится в точке  O ,  то век-

торное поле, принадлежащее  0( )V X  ,  строится аналогично случаю 1а). Выберем 

окрестность  ( )U O   точки  O ,  ограниченную гладкой простой замкнутой кривой  

S + += ,  такой, что траектории поля  0X ,  начинающиеся в точках   + ,  трансверсаль-

ны  +  и либо   -предельны, либо   -предельны к  O .  При определении функции  

( )F z   вместо координаты  n   возьмем полярную координату   .  Тогда векторное поле  

Y ,  определенное равенствами (2), при достаточно малом     принадлежит  0( )V X  .  

Если имеются два симметричных фокуса кратности один, то поле  0( )Y V X     стро-

ится аналогично случаю 1б). 

В случае 4) из [11, п. 24.3] следует, что в окрестности  0( )V X   существует век-

торное поле, имеющее сложный фокус кратности один. Но тогда в  0( )V X   имеется и 

поле из   . 

Рассмотрим случай 5). Пусть сначала точка  O   является простым негрубым 

седлом или простым негрубым узлом. Выберем базис в  2
R   так, чтобы в координатах  

( , )x y   в этом базисе поле  0X   имело вид (1). Для каждого  0    выберем поле  
0 ( , )rX D S + X   такое, что  0 r

X X −  .  Пусть  ( )U O  – окрестность точки  O ,  за-

данная в координатах  ( , )x y   неравенством  2 2x y +  ,  где  0    выбрано так, чтобы 

в  ( )U O   не было особых точек поля  0X ,  отличных от  O .  Определим векторное по-

ле  ( , )rY D S +X ,  положив 

2 2

0 0( ) ( ) ( )( ( ) ( ))Y z X z x y X z X z = + + −    при   ( )z U O   и 

( ) ( )Y z X z =    при   \ ( )z D U O , 

где   – функция, уже определенная выше. Вследствие компактности кольца  
2 2/ 3 x y  +    мы можем взять     столь малым, что все особые точки поля  
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0 :Z Y= ,  отличные от  O ,  принадлежат  \ ( )D U O .  При достаточно малых  0    

векторное поле  
0( )Z V X  ,  полученное поворотом векторного поля  0Z   на угол  

2 2arctg ( )x y + ,  принадлежит  0( )V X .  Если существуют сколь угодно малые  0    

при которых  Z   имеет негрубые циклы, то, как доказано выше, в  0( )V X   имеется 

векторное поле из   .  Пусть при всех  0  ,  достаточно близких к нулю, все замкну-

тые траектории у  Z   грубые. Аналогично [14] доказывается, что найдется сколь угод-

но малое  0  ,  при котором  Z   не имеет выходящей сепаратрисы какой-нибудь 

особой точки, являющейся одновременно и входящей сепаратрисой этой или другой 

особой точки. Пусть  L  – сепаратрисный контур, определенный в [14]. В достаточно 

малой положительной полуокрестности контура либо нет замкнутых траекторий, либо 

имеется неустойчивый грубый предельный цикл. Тогда, как в [14], получаем, что про-

должения по параметру  0    выходящих сепаратрис, принадлежащих  L ,  не могут 

быть входящими сепаратрисами седел из этого контура. Отсюда, согласно [14], следу-

ет, что при некотором  0    Z  вообще не имеет выходящей сепаратрисы особой 

точки, являющейся одновременно и входящей сепаратрисой этой или другой особой 

точки, то есть  1 3Z   . 

Пусть теперь в случае 5) точка  O   не является простым негрубым седлом или 

простым негрубым узлом. Если  0 ( )dX O   имеет ненулевое собственное значение, то 

можно считать, что поле 0X  имеет вид (1). Тогда поле  
3

0( , ) ( ( , ) ) / ( ( , )) /X x y r x y x x y s x y y  = +   + +     при достаточно малом  0    принадле-

жит  0( )V X ,  а точка  O   является для него простым негрубым седлом или простым не-

грубым узлом. Но, как показано выше, для такого векторного поля есть сколь угодно 

близкое поле, принадлежащее  1   или  3 .  Если оба собственных значения  0 ( )dX O   

нулевые, то существует линейное векторное поле  H   такое, что при достаточно малых  

0    оператор  0( )( )d X H O+   имеет ровно одно ненулевое собственное значение, а 

поле  0X H+   принадлежит  0( )V X .  Но тогда в  0( )V X   есть и поле из  1   или  3 . 

Случай 6) рассматривается аналогично случаю 5). 

Рассмотрим случай 7). Пусть  1L  – сепаратриса, идущая из седла  1 1 1

1 2( , )z z z=   в 

седло  2z .  В каждом из возможных вариантов:  а) 1 2z z ,  1 2( )S z z ;  б) 1 2z z= ,  
1 2Sz z ;  в) 1 2z z ,  1 2( )S z z=   и  г) 1 1 2( )S z z z O= = =  – можно построить окрестность  

W SW=   множества  1 1L SL   в  int D ,  граница которой состоит из одной или не-

скольких гладких простых замкнутых кривых, такую, что  W   не содержит особых то-

чек, отличных от  1z   и  2z .  Тогда существует такая  C -функция  : [0,1]g D→ ,  что  

( ( )) ( )g S z g z   и  ( ) 0g z =   в точках множества  1 1L SL   и  ( ) 1g z =   в точках множе-

ства  \D W .  Рассмотрим векторное поле  X  ,  полученное поворотом поля  0X   на 

угол  arctg ( )g z .  Как и выше, можно считать, что найдется  0  ,  при котором поле  

0 :Y X=   принадлежит  0( )V X ,  имеет только грубые особые точки и замкнутые траек-

тории и не имеет траекторий, идущих из седла, кроме  1L   и  1SL . 

В варианте 7а) поле  0 0 8( )Y V X  .  В вариантах 7б), 7в) и 7г) существует век-

торное поле  0 0( )Z V X ,  или принадлежащее   ,  или имеющее только грубые особые 

точки и замкнутые траектории, не имеющее траекторий, идущих из седла в седло, кро-
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ме  1L   и  1SL ,  при этом  1

0tr ( ) 0dZ z  .  Докажем это для варианта 7б). Для вариантов 

7в) и 7г) доказательство аналогично. Если  1

0tr ( ) 0dY z  ,  то возьмем  0 0:Z Y= .  Рас-

смотрим случай  1

0tr ( ) 0dY z = .  Пусть  : ( 1,1) D − →   такое  C -отображение, что точ-

ка  (0)a =   принадлежит сепаратрисе  1L , (0) 0    и репер  0( ( ), (0))Y a    положи-

тельно ориентирован. Пусть  ( ) { : }U a z D z a =  −  ,  1 1( ) { : }U z z D z z =  −  .  

Выберем  0    так, чтобы окрестности  ( )U a ,  ( )SU a ,  1( )U z ,  1( )SU z   не пересе-

кались между собой. Пусть  : [0,1] →R  – такая  C -функция, что  ( ) 1s =   при  

/ 3s    и  ( ) 0s =   при  2 / 3s  .  Рассмотрим векторное поле  
, ( , )r

vY D S +X   та-

кое, что в точках  1( )U z   ( )1 1

, 0 1 1 1( ) ( ) ( ) /vY z Y z z z z z z = + − −   ,  в точках  1( )SU z   

, ,( ) ( )v vY z Y z = − − ,  в точках  ( )U a   и  ( )SU a   вектор  
, ( )vY z   получается поворотом 

вектора  0 ( )Y z   соответственно на угол  ( )arctgv z a −   и  ( )arctg ( ) ( )v S z S a − ,  

, 0( ) ( )vY z Y z =   во всех остальных точках  D .  Если  0    достаточно мало, то вектор-

ное поле  ,vY ,  0    ,  0 v   ,  принадлежит  0( )V X   и имеет следующие свой-

ства: у него только грубые особые точки, совпадающие с особыми точками поля  0X ;  

1

,tr ( )vdY z = ;  выходящая (входящая) сепаратриса седла  1z   этого поля пересекает ду-

гу  ( 1,1) −   в точке  ( ( , ))u v +   ( ( ( , ))u v − ),  где  ( , )u v  – непрерывные функции,  

(0,0) (0,0) 0u u+ −= = ,  (0, ) (0, )u u + − ,  (0, ) (0, )u u + −−  − ;  все остальные выходя-

щие сепаратрисы седел не совпадают с входящими сепаратрисами. При достаточно ма-

лом  0 (0, )    имеем  0 0( , ) ( , )u u   + − ,  0 0( , ) ( , )u u   + −−  − .  Но тогда найдется 

такое  0 ( , )v   − ,  что  0 0 0 0( , ) ( , )u v u v + −= .  Следовательно, поле  
0 0,vY   имеет петли 

сепаратрис седел  1z   и  2 1( )z S z= ,  а  
0 0

1

, 0tr ( ) 0vdY z =  .  Если  
0 0,vY   имеет негрубую 

замкнутую траекторию, то, как показано выше, в любой окрестности поля  
0 0,vY ,  со-

держащейся в  0( )V X ,  есть поле  0 7 8Z   ,  если все замкнутые траектории у  
0 0,vY   

грубые, то возьмем  
0 00 ,: vZ Y= . 

Если в варианте 7б) векторное поле  0Z   не имеет сепаратрис, предельных к пет-

лям  1L   и  1SL ,  то оно принадлежит  0 8( )V X  .  Пусть такие сепаратрисы существу-

ют. Для определенности, пусть  1

0tr ( ) 0dZ z    и к петле  1L    -предельна выходящая 

сепаратриса седла  0z .  Рассмотрим векторное поле  Z ,  полученное поворотом поля  

0Z   на угол  arctg .  Из [11, п. 31.7] следует, что найдется такое   ,  что поле  

0( )Z V X
 ,  имеет только грубые особые точки и замкнутые траектории и ровно две 

траектории, идущие из седла в седло: выходящие сепаратрисы седел  0z   и  0( )S z ,  

идущие, соответственно, в седла  1z   и  1( )S z .  Поэтому  0( )Z V X
  .  Для случаев 

7в) и 7г) доказательство аналогично. 

4. Первая степень негрубости полей из   .  Бифуркационные многообразия 

Открытость множеств  i   ( 3,4,...,8i = )  в  0( , ) \ ( , )r rD S D S+ +X X   и то, что поля из  

i   имеют первую степень негрубости, доказывается аналогично соответствующим 
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утверждениям из [15]. То, что  8

3i i=   – вложенное  1rC − -подмногообразие, доказывает-

ся так же, как в [16]. 

Докажем эти утверждения для  
1   и  

2 .  Если  0( )V X  – достаточно малая 

окрестность поля  0 kX    ( 1,2k = ),  то для поля  0( )X V X   собственные значения  

1( )X   и  2 ( )X   матрицы  ( )dX O   являются  1rC − -функциями от  X ,  причем  

1 0( ) 0X = ,  а  2( ) 0X  .  Для определенности, пусть  0( )X V X    2( ) 0X  .  В соб-

ственном базисе векторное поле X  имеет вид: 

1 2 1 1 2 2( , ) ( , , ) / ( , , ) / ( ( ) ( , , ) / ( ( ) ( , , )) /X x y P x y X x P x y X y X x R x y X x X y R x y X y =   +   = +   + +   , 

где  kR   ( 1,2k = ) – 1rC − -функции своих аргументов,  ( , , ) ( , , )k kR x y X R x y X− −  − .  

Уравнение  2 2( ) ( , , ) 0X y R x y X + =   имеет в окрестности точки  0(0,0, )X   решение  

( , )y y x X=   такое, что  1( , ) ry C −   ,  ( , ) ( , )y x X y x X−  − ,  (0, ) 0xy X = .  Подставляя  

( , )y y x X=   в уравнение  1 1( ) ( , , ) 0X x R x y X + = ,  получаем уравнение  

1( ) ( , ) 0X x R x X + = ,  где  ( , ) ( , )R x X R x X− = − ,  (0, ) (0, ) (0, ) 0x xxR X R X R X = = =   и  

0sgn (0, ) sgn (0, ) 0xxx xxxR X R X =  . Мы можем выбрать число  0d    и окрестность  

1 0 0( ) ( )V X V X   поля  0X   так, что это уравнение  1 0( )X V X    имеет на  [ , ]d d−   

единственное решение  0x =   при  1 0( )sgn (0, ) 0xxxX R X     и три решения  0x = ,  

( ) (0, )x X d=    и  ( ) ( ,0)x X d= −  −   при  1 0( )sgn (0, ) 0xxxX R X   .  Соответственно, 

поле  X   имеет в замкнутой области   ,  заданной неравенствами  d x d−   ,  

d y d−   ,  особую точку  O   и три особых точки  O   и  ( ( ), ( ( ), )O X y X X  =   .  Из 

[11, п. 23.2] следует, что в случае, когда имеется три особых точки, они обязательно 

грубые. Точки из     будем отождествлять с их координатными строками  ( , )x y .  Так 

как  1 0 2 0 0(0,0, ) / (0,0, ) / 0P X x P X y   +  =  ,  то можно считать, что для поля  

1 0( )X V X   в точках     1 2( , , ) / ( , , ) / 0P x y X x P x y X y  +   .  Из критерия Бендиксона 

[12, с. 221] получаем, что в     нет замкнутых траекторий. 

Если  0 1X    ( 0 2X  ),  то есть  0(0, ) 0xxxR X    ( 0(0, ) 0xxxR X  ),  то у поля  X   

в     при  1( ) 0X    ( 1( ) 0X  ) – единственная особая точка  O  – грубое седло 

(устойчивый грубый узел), при  1( ) 0X = – единственная особая точка  O  – простое 

негрубое седло (простой устойчивый грубый узел), при  1( ) 0X    ( 1( ) 0X  ) – три 

особых точки:  O  – устойчивый грубый узел (грубое седло) и  O  – грубые седла 

(устойчивые грубые узлы). 

Будем считать окрестность  1 0( )V X   столь малой, что у любого поля  1 0( )X V X   

все замкнутые траектории и все особые точки, не принадлежащие   ,  являются грубыми. 

Пусть  0 1X  .  Можно считать, что  d   выбрано так, что выходящие сепара-

трисы седла  O   поля  0X   трансверсально пересекают дуги  x d=  ,  d y d−     в точ-

ках  0( , )d y  ,  а входящие – дуги  y d=  , d x d−     в точках  0( , )x d  .  Тогда 

найдутся числа  ,x x− + ,  0d x x x d− +−       и  ,y y− + ,  0d y y y d− +−       такие, что 

в точках дуг  h+ : y d= ,  x x x− +    и  h− : y d= − ,  x x x+ −−   −   поле направлено 

внутрь   ,  точках дуг  v+ : x d= ,  y y y− +    и  v− : x d= − ,  y y y+ −−   −   направлено 

из   ,  положительная полутраектория, начинающаяся в точке  ( , )x d+   (соответствен-

но ( , )x d− ),  пересекает  v+  (соответственно v− ) во внутренней точке. Если окрестность  
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1 0( )V X   достаточно мала, то эти свойства сохраняются и для любого поля  1 0( )X V X .  

Пусть в точке  ( , )d x h+   начинается его положительная полутраектория, пересекаю-

щая дугу  v+   (соответственно v− )  в точке  ( , ( ))d x+   (соответственно ( , ( ))d x−− .  

Пусть  XD  – замкнутая область, ограниченная кусочно-гладкой кривой, составленной 

из дуг  h+ ,  h− ,  : ,v x d+
 = ( ) ( )x y x − − + +−   ,  : ,v x d−

 = − ( ) ( )x y x + + − −−     и со-

единяющих их концы дуг траекторий поля  X   (см. рис. 1). Точка  
0XO D ,  поэтому 

можно считать, что окрестность  1 0( )V X   была выбрана столь малой, что  XO D . 
 

 

Рис. 1. Области  XD   и  XC  
 

Фиксируем поле  1 0( )X V X ,  для которого  1( ) 0X  .  Обозначим  rx   ( lx ) – 

точную нижнюю (верхнюю) грань чисел  [ , ]x x x− + ,  для которых определено  ( )x+   

( ( )x− ),  а  ry   ( ly ) – точную нижняя грань чисел  ( )x+   ( ( )x− ).  Через точку  ( , )rx d   

( ( , )lx d )  проходит входящая сепаратриса одного из седел  O ,  через точку  ( , )rd y   

( ( , )ld y− ) – выходящая сепаратриса этого же седла. Покажем, что  l rx x .  Пусть это не 

так, то есть  l rx x= .  В этом случае бесконечное множество траекторий   -предельных 

к узлу  O ,  должно при убывании времени выходить из  XD   в точках одной из дуг  

, ly d x x x−=   ,  , ry d x x x+=   ,  , ry d x x x+= − −   −   и  , ly d x x x−= − −   − .  Но 

траектории, пересекающие эти дуги, выходят из  XD   и при возрастании времени. По-

лучаем противоречие. Таким образом,  l rx x .  Поэтому через точки  ( , )rx d   и  ( , )lx d   

проходят входящие сепаратрисы разных седел, для определенности, пусть соответ-

ственно седел  O+   и  O− .  Тогда через точку  ( , )lx d− −   (соответственно  ( , )rx d− − )  

также проходит входящая сепаратриса седла  O+   (соответственно  O− ).  Одна из выхо-

дящих сепаратрис седла  O+   (соответственно  O− )  выходит из  XD   через точку  

( , )rd y   (с соответственно ( , )ld y− ).  Пусть  XC  – область в  XD ,  ограниченная кусоч-

но-гладкой кривой, составленной из дуги  , l ry d x x x=   ,  дуги  , r ly d x x x= − −   − ,  

дуги устойчивого инвариантного многообразия седла  O+   между точками  ( , )rx d   и  

( , )lx d− −   и дуги устойчивого инвариантного многообразия седла  O−   между точками  

( , )lx d   и  ( , )rx d− − .  Положительные полутраектории, начинающиеся в  XC ,  не выхо-
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дят из  XC .  Все они   -предельны к единственной особой точке в  XC  – точке  O .  

Области  XC   принадлежит и по выходящей сепаратрисе каждого седла  O . 

Мы можем считать, что  1 0( )V X   и  d   выбраны так, что любое поле  1 0( )X V X   

не имеет пересекающихся с     замкнутых траекторий и сепаратрис седел, отличных 

от  O . 

Пусть теперь  0 2X  .  Число  d   можно выбрать так, чтобы все траектории 

векторного поля  0X ,  проходящие через точки дуг  x d= ,  d y d−     и  y x=  ,  

0 x d  ,  были трансверсальны этим дугам и входили внутрь области   : x y x−   ,  

0 x d  , а все выходящие сепаратрисы, предельные к узлу  O ,  пересекали дуги  

x d=  ,  d y d−   .  Тогда окрестность  1 0( )V X   можно считать выбранной так, что при  

1( ) 0X    поле  X   имеет в     единственную особую точку – устойчивый узел  O ,  а 

все остальные траектории   -предельны к узлу и выходят из     при убывании време-

ни; при  1( ) 0X    поле  X   имеет в     седло  O   и два узла  O+  ,  O S−  ,  все 

остальные траектории выходят из     при убывании времени и, за исключением двух 

входящих сепаратрис седла,   -предельны к одному из узлов; все выходящие сепара-

трисы, пересекающиеся с   ,   -предельны к одному из узлов. 

Пусть 0 kX    ( 1,2k = ). Учитывая выбор числа  d   и окрестности  1 0( )V X ,  

аналогично доказательствам достаточных условий грубости и первой степени негрубо-

сти [11, 15] получаем, что существует окрестность  0 0 1 0( ) ( )V X V X   поля  0X   такая, 

что поле  0 0( )X V X   при  1( ) 0X    грубое, а при  1( ) 0X =   принадлежит  k   и то-

пологически эквивалентно полю  0X .  Потому оно имеет первую степень негрубости. 

Так как 0 1 0( / ) 1d
d

X x
 = +   = , то 1 0( ) 0d X  . Поскольку  

0 0 0 0 1( ) { ( ): ( ) 0}V X X V X X =  = ,  8

3i i=   – вложенное  1rC − -подмногообразие в  

( , )r D S+X ,  а в достаточно малой окрестности любого поля из  8

3i i=    нет векторных 

полей из  1 2  ,  то  8

1i i= =   – открытое подмножество в  0( , ) \ ( , )r rD S D SX X   и 

вложенное  1rC − -подмногообразие в  ( , )r D S+X . 

Теорема 2 доказана. 
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