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Аннотация. Дан краткий обзор некоторых основных публикаций, посвященных иссле-

дованию вопроса о предельных циклах и сепаратрисах квадратичных дифференциальных сис-
тем. Рассмотрено наличие замкнутых траекторий для определенного класса автономных 
квадратичных систем на плоскости. Доказательство основано на применении теории прямых 
изоклин, признаков Дюлака и Бендиксона качественной теории дифференциальных уравнений. 
Предложенное доказательство покрывает результаты известной работы Л.А. Черкаса и 
Л.С. Жилевич. 
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Abstract. We now give a brief overview of some of the main publications devoted to the study 

of the question of limit cycles and separatrices of quadratic differential systems. In this paper, we con-
sider the existence of closed trajectories for a certain class of autonomous quadratic systems on the 
plane. The proof is based on the application of the theory of straight line isoclines, Dulac and Ben-
dixon criteria of the qualitative theory of differential equations. The proposed proof covers the results 
of the well-known work of L.A. Cherkas and L.S. Zhilevich. 
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Введение 

 

Период активного изучения вопроса о предельных циклах и сепаратрисах квад-
ратичных систем приходится на 60–70-е годы прошлого столетия. Однако были от-
дельные публикации по данной тематике и ранее. Так, например, Н.Н. Баутин в работе 
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[1] нашел достаточные условия существования устойчивого предельного цикла систе-
мы нелинейных колебаний 
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Авторами работы [2] доказано, что дифференциальное уравнение  
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где  P  и  Q – взаимно простые многочлены второй степени, имеет не более трех пре-
дельных циклов. Однако эта оценка оказалась ошибочной. Впоследствии китайские ма-
тематики построили пример квадратичной системы, имеющей четыре предельных цик-
ла [3]. Китайский математик Тун-Цзинь-чжу исследовал вопрос о взаимном располо-
жении предельных циклов квадратичной системы [4]. 

Авторы статьи [5] приводят достаточные условия существования единственного 
предельного цикла для дифференциального уравнения 
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Позже Г.С. Рычковым доказано, что уравнение (1) имеет не более одного пре-
дельного цикла [6]. Белорусским математиком А.И. Яблонским впервые построена 
квадратичная система, имеющая предельный цикл в виде алгебраической кривой чет-
вертого порядка [7]. 

В статье [8] найдены достаточные условия существования у квадратичной сис-
темы предельного цикла в виде алгебраической кривой четвертого порядка. 

В заметке [9] найдены достаточные условия существования у системы 
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петли сепаратрисы седла и предельного цикла, окружающих одновременно одно и то 
же состояние равновесия типа фокуса. 

Представляется интересной работа [10], в которой построено все множество 
квадратичных систем, из траекторий которых состоит улитка Паскаля. Доказано, что 
такие системы алгебраически интегрируемы, а значит, не имеют изолированных перио-
дических решений. 

Особо следует отметить большой вклад, который внесли профессор Л.А. Черкас 
и его ученики в решение различных проблем, связанных с предельными циклами квад-
ратичных систем. Тому подтверждение его ранние многочисленные публикации в соав-
торстве с Л.С. Жилевич, обзорная статья [11], а также более поздние публикации [12–
14]. В статье [14] строятся квадратичные системы с четырьмя предельными циклами, 
три из которых окружают один фокус, а четвертый – второй фокус системы. В [14] от-
мечается, что у квадратичной системы не может быть предельного цикла, окружающе-
го более одного состояния равновесия. При этом автор ссылается на статью [12]. В этой 
связи следует заметить, что отмеченный факт доказан еще ранее в работе [4] и может 
быть доказан элементарно на основании следствия 4 из теоремы 6 [15]. 

В данной работе рассматривается класс квадратичных систем, имеющих четыре 
состояния равновесия, два из которых являются негрубыми фокусами или седлами с 
равными по модулю характеристическими числами. 
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Основные результаты 
 

Рассмотрим систему 
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 (2) 

где  P  и  Q  имеют непрерывные частные производные не ниже первого порядка в об-
ласти  .2RG   

 

Лемма 1. Если к системе (2) применить невырожденное преобразование 
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то дивергенция       , , ,x yD x y P x y Q x y     векторного поля системы (2) трансфор-

мируется в дивергенцию 
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Доказательство. Преобразование (3) переводит систему (2) в систему 
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где  0.      
Непосредственными вычислениями убеждаемся в том, что дивергенция 

     , , ,x yD x y P x y Q x y    

действительно определяется равенством 

     , , ,x yD x y P x y x y Q x y x y                      . 

Лемма доказана. 
 

Пусть, далее, система 
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где   2 2, , , 1,ij ija b R P Q    имеет четыре состояния равновесия в ограниченной части 

фазовой плоскости, два из которых являются состояниями равновесия второй группы. 
 

Замечание 1. Состоянием равновесия второй группы по терминологии [16] на-
зывается состояние равновесия, корни характеристического уравнения которого ком-
плексно-сопряженные с равной нулю действительной частью и для которого возникает 
проблема отличия центра от фокуса. 

 

В силу нашего предположения о характере состояния равновесия системы (5) 
путем надлежащего невырожденного линейного преобразования можно ее привести к 
так называемой канонической форме записи [17–19]: 
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Введем обозначение   : 0 1,4 .i i i il a x b y c i      Для определенности поло-

жим, что состояния равновесия второй группы системы (6) принадлежат прямой  2l .  

Согласно упомянутым работам [17–19], состояния равновесия системы (6) расположе-
ны в вершинах выпуклого четырехугольника, а прямые изоклины бесконечности  1l   и  

2l   пересекаются в некоторой точке   0 0,A x y ,  которая состоянием равновесия быть не 

может [19, 20]. 
Применим к системе (6) преобразование 
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и при этом условимся сохранить обозначения фазовых переменных  x   и  y . 

 
  

  

1 1 2 2

3 3 3 4 4 4

,

.

dx
A x B y A x B y

dt
dy

A x B y C A x B y C
dt

   

     


 (7) 

Очевидно,  3 4 0,С С    так как в противном случае   0 0,A x y  – состояние равно-

весия системы (6). 
Априори предполагается, что система (6) не имеет инвариантной прямой, ибо в 

противном случае эта система не имеет изолированных периодических решений [21]. 
Отметим, что в результате параллельного переноса начала координат системы 

(6) в точку   0 0,A x y   прямая  il   перешла в прямую   1,4 ,il i    причем  1,2l  – изо-

клины бесконечности,  3,4l  – изоклины нуля системы (7). 

Применим к системе (7) преобразование 
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Вводя в системе (8) новый масштаб времени по формуле  1 ,d B dt     оконча-

тельно получим 
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где 
 0k  . (10) 
 

Замечание 2. Коэффициенты системы (9) не имеют ничего общего с коэффици-
ентами преобразования (3). 

 

Согласно лемме 1, состояния равновесия второй группы системы (9) принадле-
жат прямой  0y  ,  поэтому 

    2 2, , ,   0.x yP x y Q x y y      (11) 

Тождество (11) запишем в виде: 

 ( 2 ) .k y x y        (12) 

При  0y    из (12) получаем 
 0.    (13) 

С учетом (13) система (9) запишется в виде: 
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Таким образом, справедлива 
 

Лемма 2. Если система (5) имеет четыре состояния равновесия в ограниченной 
части фазовой плоскости, в том числе два состояния равновесия второй группы и два 
седла, но не имеет инвариантной прямой, то существует аффинное преобразование 
переменных  x  и  y,  приводящее эту систему к системе (14) с условием (10). 

 

Теорема 1. Если система (5) имеет в ограниченной части фазовой плоскости 
четыре состояния равновесия, в том числе два состояния равновесия второй группы и 
два седла, но не имеет инвариантной прямой, то эта система ациклична. 

 

Доказательство. По лемме 2 вместо системы (5) рассмотрим систему (14), 
удовлетворяющую условию (10). На прямой  0y   расположены два состояния равно-

весия второй группы   0,11 xW   и   0,22 xW ,  где 

.
2

4
,

2

4 2

2

2

1 



 




 xx  

Так как  ,021  xx   то  .0   При  0   изоклина нуля есть гипербола или 
эллипс, в противном случае – пара прямых, параллельных оси ординат. 

Пусть  0 .  Поскольку  ,02

0











y
d

xd

x
  то прямая  0x   не имеет контакта 

с траекториями системы (14). Применим к системе (14) критерий Дюлака, взяв в каче-

стве функции Дюлака   0

1
, .D x y

x
  

    
2

2 0 2 0 2
0.x y

y
P D Q D

x


     (15) 

Согласно критерию Дюлака, для односвязной области [22] из (15) следует ацик-
личность системы (14). 

Для определенности при  0   полагаем, что изоклина нуля системы (14) явля-

, 
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ется гиперболой. 
Рассмотрим функцию 
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Удовлетворим условию (10), считая выполненными неравенства 

 0, 0, 0.k      (17) 

В силу (17) состояние равновесия  1W   расположено в области 

  0,0,0,1  xkyxkyxyxG . 

В области 

  0,0,0, 22
2  ykyxxxxyxG   

выражение (16) положительно, а в области  1G \ 2G  – отрицательно. Предположим, что 

точку  1W   окружает замкнутая траектория  L   системы (14). Дугу траектории  L ,  рас-

положенную в полуплоскости   00  yy ,  обозначим   21 LL .  Тогда дуга  2L ,  сим-

метричная дуге  2L   относительно прямой  0y ,  расположена выше дуги  1L . 
Поэтому имеет место равенство 

  02
1

 ydxdyk
D

 ,     02  k , 

где  1D  – односвязная область, содержащая точку  1W   и ограниченная дугами  1L   и  

2L .  Отсюда следует, что 

   02  ydxdyk
D

 , (18) 

где  D  – односвязная область, содержащая точку  1W   и ограниченная замкнутой кри-
вой  L .  Но неравенство (18) противоречит существованию замкнутой траектории  L ,  
окружающей точку  1W . 

Аналогично доказывается отсутствие у системы (2) замкнутой траектории, ок-
ружающей состояние равновесия  2W . 

Теорема доказана. 
 

Замечание 3. В процессе доказательства теоремы 1 можно взять любое другое 
сочетание знаков коэффициентов  ,  ,  k   ,  удовлетворяющих условию (10). 

 

Замечание 4. Если предположить, что на прямой  0y   система (9) имеет два 
седла с равными по модулю характеристическими числами, то, как следует из признака 
Бендиксона [22], система (9) ациклична в областях  0y   и  .0y  

Поэтому справедлива 
 

Теорема 2. Если квадратичная система (5) имеет в ограниченной части фазо-
вой плоскости четыре состояния равновесия, в том числе два негрубых фокуса и два 
седла или два седла с равными по модулю характеристическими числами и два анти-
седла, но не имеет инвариантной прямой, то эта система ациклична. 

 

Замечание 5. Антиседло – это простое состояние равновесия, не являющееся 
седлом. 

 

Замечание 6. В формулировке теоремы 2 существенным является тот факт, что 
система не имеет инвариантной прямой. 
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Так, система 
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имеет инвариантную прямую  ,0x   два простых седла   2,0    и два центра   0,2 ,  
то есть система имеет замкнутые траектории (см. рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Поведение траекторий системы (19) в ограниченной части фазовой плоскости 
Fig. 1. Behavior of system (19) trajectories in the limited part of a phase plane 

 
Заключение 

 

В работе [2] доказано отсутствие предельных циклов дифференциального урав-
нения траекторий квадратичной системы специального вида, а именно, системы 
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xy
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a a x a y a x a xy a y
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 (20) 

Основной результат работы [23] формулируется так: если дифференциальное 
уравнение траекторий системы (20) имеет два негрубых фокуса, или негрубый фокус и 
седло с равными по модулю характеристическими числами, или два седла, каждое из 
которых имеет характеристические числа, равные по модулю, то это уравнение не име-
ет предельных циклов. 

В этой связи необходимо обратить внимание на тот факт, что квадратичная сис-
тема (5) может иметь два негрубых фокуса не только в том случае, когда одна из глав-
ных изоклин является гиперболой (как в системе (20)), но и в случае, когда она являет-
ся эллипсом (см., например, работу [24]). 
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