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1. Введение 
 

С момента публикации в начале 1950-х годов пионерских работ И. Гихмана [1] и 
К. Ито [2] теория стохастических дифференциальных уравнений (СДУ) получила бы-
строе развитие. Имеется большое количество публикаций, книг и статей, посвященных 
изучению различных свойств решений СДУ. Изучение свойства устойчивости решений 
СДУ является одной из важнейших задач теории динамических систем. 

В своем знаменитом труде [3] А.М. Ляпунов предложил метод вспомогательных 
функций, впоследствии получивший название второй метод Ляпунова, или прямой ме-
тод Ляпунова, или метод функций Ляпунова, который позволяет исследовать устойчи-
вость решений детерминированных дифференциальных уравнений, не прибегая к вы-
числению самих решений. Метод функций Ляпунова является чрезвычайно общим и 
мощным. Неоценимое преимущество этого метода – это то, что для его применения не 
нужно знать самих решений дифференциального уравнения. Впоследствии оказалось, 
что метод Ляпунова является также весьма эффективным не только для изучения ус-
тойчивости, но и для исследования многих других вопросов качественной теории диф-
ференциальных уравнений (например, диссипативности, конвергентности, существова-
ния или отсутствия периодических решений и т.д.). 

Метод функций Ляпунова, обобщенный впоследствии в 1960-х годах в работах 
Бертрама и Сарачика [4], Каца и Красовского [5], Вонэма [6, 7], Кушнера [8] и Хась-
минского [9] (см. также библиографию в [8] и [9]), оказался весьма удобным и для ис-
следования задач устойчивости стохастических дифференциальных уравнений. Функ-
ции Ляпунова стали с тех пор важным и удобным аппаратом в стохастической теории 
дифференциальных уравнений. Статьи [4] и [5] были первыми работами, где было дано 
решение задачи устойчивости стохастической системы в терминах функций Ляпунова. 
Работа [5] стимулировала много дальнейших исследований по данной тематике. Книги 
[8] и [9] были первыми монографиями в мировой литературе, в которых рассматрива-
лись задачи стохастической устойчивости. В [8] и [9] метод функций Ляпунова был пе-
ренесен на стохастический случай. Тем самым был сделан первый шаг в построении 
качественной теории стохастических дифференциальных уравнений. 

Позже стохастический аналог второго метода Ляпунова получил развитие в ра-
ботах Якубовича и Левита [10, 11], Пакшина [12, 13], Пакшина и Угриновского [14], 
Кореневского [15], Л. Арнольда и Шмалфусса [16], Мао [17–19] (см. также библиогра-
фию в [19]). Исследованию методом функций Ляпунова стохастической устойчивости 
решений дифференциальных уравнений второго порядка и двумерных дифференциаль-
ных систем при случайных возмущениях их параметров посвящены статьи [20–32]. 
Среди обзоров мы укажем статьи [14, 33–35]. 

В настоящей работе рассматриваются нелинейные автономные дифференциаль-
ные уравнения второго порядка, возмущенные гауссовским белым шумом. Получены 
достаточные условия асимптотической устойчивости в целом по вероятности решений 
рассматриваемых уравнений. Даны вероятностные оценки пребывания случайной тра-
ектории в ограниченной области фазовой плоскости. В качестве примера рассматрива-
ется гармонический осциллятор, параметры которого возмущены белым шумом. 

Работа состоит из нескольких частей. В первых частях работы для удобства чи-
тателя будут приведены основные понятия и факты из стохастического анализа и тео-
рии устойчивости стохастических дифференциальных уравнений. В последней части 
работы будут представлены новые результаты, касающиеся асимптотической устойчи-
вости в целом по вероятности решений нелинейных стохастических дифференциаль-
ных уравнений второго порядка. 
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2. Предварительные сведения из стохастического анализа и теории стохас-
тической устойчивости 

 

Здесь мы напомним некоторые сведения из стохастического анализа (и теории 
стохастической устойчивости) (подробности см., например, [36–39] и [8, 9, 40–43]). 

 

2.1. Случайные величины 
 

Пусть     – некоторое множество,   –  -алгебра подмножеств из   ,  то 

есть система множеств   A ,  A ,  замкнутая по отношению к операциям взятия 

объединения и пересечения конечного или счетного числа множеств   i   ,  

операции взятия дополнения  i   до множества   ,  и, кроме того,    .  Пусть 

далее на множестве    задана вероятностная мера     ,  то есть неотрицательная 

счетно-аддитивная функция множеств из  ,   P:   ,  ,  такая, что  

  1 .  В дальнейшем меру   P    будем считать полной, то есть из  ( ) 0P A    и  

0 AA    следует, что  0A  ,  то есть  0A   измеримо. При этом  0( ) 0P A  . 

Тогда тройку    называют (полным) вероятностным пространством, 

элементы    – элементарными событиями, а множества из   – случайными со-
бытиями. 

Вещественная функция     ,  определенная на множестве   ,  называется 

случайной величиной со значениями в  ,  если      измерима относительно   -

алгебры  ,  то есть для любого вещественного  x   множество     x :   (отсю-

да следует, что для произвольного борелевского множества    множество  

      :1 ). Аналогично можно дать определение случайной величины 

со значениями из  n -мерного евклидового пространства  . 

Случайные величины      и    ,  заданные на одном и том же вероятност-

ном пространстве, называются эквивалентными, если       0:   . 

Функция      : F x P x       называется функцией распределения случай-

ной величины    . 

Совместной функцией распределения случайных величин      и      назы-

вается функция   2: 0,1RF   ,  определяемая по формуле 

   1 2 1 2, ( ) , ( )x x P x xF        ,     ( , )   . 

Математическим ожиданием случайной величины      называется интеграл  

   


  d   (при условии интегрируемости    )  и обозначается через  М   (в ино-

странной литературе через    – от англ. expectation – ожидание). 

Величина   2 D   называется дисперсией случайной величины  

   . 
Ковариацией случайных величин     и     называется величина 

     : ,cov . 

Случайные величины   и   называются некоррелированными, если  
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( ) 0 ,cov = .  Некоррелированность случайных величин     и     означает ортогональ-

ность центрированных случайных величин   −   и   − ,  если рассматривать 

случайные величины     и     как элементы гильбертова пространства  ( ) ( ) =   

случайных величин  ( )   с  ( ) 
2

   и со скалярным произведением 

( ) ( )( ) ( ) ( ) 2121 : , = . 

Две случайные величины  : R →   и  : R →   называются независимыми, 

если для любых двух борелевских множеств  ,A B R  

( ) ( ) ( ),P A B P A P B     =    . 

В терминах функций распределения независимость случайных величин     и     

означает, что совместная функция распределения величин     и     представима в виде 

произведения 

( )1 2 1 2, ( ) ( )F x x F x F x  =  ,    ( , )  = . 

Функция  ( ),p x x R  ,  называется плотностью распределения случайной вели-

чины   ,  если  ( ) 0p x    и  ( ) 1p x dx

+

−

= .  Если случайные величины     и     имеют 

плотности вероятности  ( )1p x   и  ( )2p x ,  то величины     и     независимы тогда и 

только тогда, когда совместная плотность вероятности  ( )1 2,p x x   случайных величин  

   и     или случайной векторной величины  ( , )  =   представима в виде произведе-

ния плотностей распределения величин     и   : 

( )1 2,p x x = ( ) ( )1 2p x p x  . 

Если случайные величины   и   независимы и | |M  < , | |M  < , то  

( )M M M    =  .  Далее, если величины     и     независимы и  D < ,  D < ,  то  

( )D D D   + = + .  Последнее равенство имеет место и тогда, когда величины     и     

некоррелированы. Легко видеть, что из независимости случайных величин    и     

следует их некоррелированность. Обратное верно, если случайные величины    и     

гауссовы. 
 

2.2. Случайные процессы 
 

Семейство  ( ) t     вещественнозначных случайных величин  

( )t ,  зависящих от параметра  t ,  называется случайным процессом (с множе-

ством параметров   ) со значениями в  . 

Множество   называется областью определения процесса. Рассматриваемые 

случайные величины  ( )t ,     ( )t   считаются заданными на одном и том же 

вероятностном пространстве и принимающими значения из  .  Аналогично дается 

определение случайного процесса, принимающего значения из  .  В дальнейшем мы 

будем в основном рассматривать числовые (вещественнозначные) случайные процессы. 

При этом    – это, как правило, или отрезок  ],[ ba ,  или полупрямая  [ , )a + ,  или вся 

прямая  ( )+−  , . 

Обозначения случайного процесса:  ( )t ,  ( )  ,t ,  t ,  ( )t   ( )t . 
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Таким образом, случайный процесс   t ,  t , – это функция     ,t   от двух 
переменных  t ,   ,  которая при каждом фиксированном  t   измерима по  
   как случайная величина. 

Функцию     ,t   при фиксированном     называют выборочной траекто-
рией или реализацией случайного процесса. Вместо «случайный процесс» говорят ино-
гда «вероятностный» или «стохастический процесс». В случае, когда    – произволь-
ное множество, вместо термина «случайный процесс» употребляется термин «случай-
ная функция». 

Случайные процессы     ,t   и     ,t ,  определенные на одном и том же мно-
жестве     и одном и том же вероятностном пространстве  ,  называются сто-

хастически эквивалентными, если при любом фиксированном  t   выполнено соот-
ношение       1 , ,:   tt .  В этом случае также говорят, что случайный про-

цесс     ,t   является версией или модификацией процесса     ,t ,  и наоборот. 

Случайные процессы     ,t   и     ,t ,  определенные на множестве   ,  назы-

ваются эквивалентными, если       1 всех для  , ,:  ttt  . 

Отметим, что из стохастической эквивалентности случайных процессов     ,t   

и     ,t   ( t ),  вообще говоря, не следует их эквивалентность, поскольку когда     

есть несчетное множество (как в нашем случае), объединение  t
t T

N N


   множеств  tN   

исключительных значений   ,  для которых     , , t t    ,  может быть множест-

вом ненулевой меры и даже неизмеримым. Но, наоборот, очевидно, что эквивалентные 
случайные процессы также стохастически эквивалентны. Таким образом, классы экви-
валентных между собой случайных процессов являются подклассами классов стохасти-
чески эквивалентных случайных процессов. 

Случайный процесс       ,tt  ,  t ,  полностью определяется семейством 

совместных функций распределения случайных величин     ntt   , ... ,1   при любых  

ntt  , ... ,1 : 

      nnnntt xtxtxx    , ... , , ... ,F 111 , ... ,1
, 

где  nxx  , ... ,1 ,  причем функции   nntt xx  , ... ,F 1 , ... ,1
  должны удовлетворять некоторым 

естественным условиям согласованности ([34, с. 12]). Набор функций   nntt xx  , ... ,F 1 , ... ,1
  

называется конечномерными распределениями случайного процесса. 
Стохастически эквивалентные случайные процессы     ,t   и     ,t   имеют 

одно и то же семейство совместных функций распределения, то есть их конечномерные 
распределения совпадают (но, конечно, не наоборот), но тем не менее их выборочные 
траектории (выборочные функции) могут быть различными. Более того, они (выбо-
рочные траектории) могут иметь совершенно различные аналитические свойства, по-
скольку множество  tN   исключительных значений   ,  для которых     , , t t    ,  

зависит, вообще говоря, от  t . 
Например, процессы  ( , ) 0t     и  ( , ) 0t     при  t  ,  ( , ) 1t     при  t  ,  

где   ,  [0,1]  ,  стохастически эквивалентны, но: 
1) их выборочные траектории различны; 
2) каждая выборочная траектория процесса     ,t   непрерывна, тогда как ни 

одна выборочная траектория процесса     ,t   не является непрерывной. 
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Чтобы избежать такой ситуации, рассматривают так называемую сепарабельную 
модификацию (версию)     ,t   процесса     ,t ,  то есть такой процесс     ,t ,  по-
ведение которого при всех  t   с точностью до события вероятности нуль определя-
ется поведением на каком-нибудь всюду плотном счетном множестве    T . 

Точнее процесс     ,t ,  t ,  называется сепарабельным, если существуют 
счетное множество    T   всюду плотное в  T   и множество (событие)  N    P -
меры нуль (вероятности 0) такие, что для всякого открытого множества  T    и лю-
бого замкнутого подмножества  nA R ,  два множества (события) 

{ :    ,t  A   для всех  t    }  
и 

{ :    ,t  A   для всех  t } 

из семейства    отличаются друг от друга только на подмножество  0 NN    (меры 
нуль), и, следовательно, имеют одинаковые вероятности. Другими словами, из первого 
события следует второе событие с точностью до события вероятности нуль, причем они 
имеют одинаковые вероятности. 

Нетрудно видеть, что если два сепарабельных процесса     ,t   и     ,t   
( t )  стохастически эквивалентны, то они просто эквивалентны. (Это следует из то-

го, что множество t
t T

N N


  исключительных значений  , для которых 

   , , t t    ,  будет множеством нулевой меры, то есть событием вероятности 

нуль, поскольку поведение сепарабельных процессов при всех  t   определяется с 
точностью до события вероятности нуль поведением на некотором всюду плотном 
счетном множестве    T .) 

Можно доказать (см., например, [37, с. 220]), что для всякого процесса     ,t ,  

t   (где   =  ba  ,   или   =[ , )a  )  существует сепарабельная модификация, то есть 
стохастически эквивалентный ему сепарабельный процесс. 

Достаточное условие непрерывности почти всех траекторий процесса дается 
фундаментальной теоремой Колмогорова ([39, с. 98]): 

Пусть     ,t ,  [ , ]t a b , – случайный процесс на полном вероятностном про-
странстве  .  Пусть существуют положительные числа  c ,     и     такие, 

что для всех  s , [ , ]t a b  

 1| ( , ) ( , ) | | |M t s c t s        . (*) 

Тогда существует стохастически эквивалентный данному процесс   , t    

(сепарабельная модификация  ),(  t ),  почти все траектории которого непрерыв-
ны по  t . 

Существует другая версия теоремы Колмогорова ([37, с. 242]: 
Если сепарабельный случайный процесс     ,t ,  [ , ]t a b ,  удовлетворяет усло-

вию (*), то он непрерывен, то есть почти все траектории непрерывны по  t . 
Важнейшими характеристиками случайного процесса       ,tt  ,  t ,  яв-

ляются его математическое ожидание       ,ttm М   и корреляционная функция  

      , : cov , K s t s t  ,  то есть 

         , МK s t s m s t m t                 ts  , . 
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Случайный процесс     ,t ,   bat  , ,  называется процессом с некоррели-
рованными приращениями, если его приращения на неперекрывающихся отрезках не-
коррелированы, то есть если для любых btttta  3210  имеем  

         0 ,cov 2301  tttt  . 

Если    0 ,   t ,  то некоррелированность приращений совпадает с их орто-

гональностью относительно скалярного произведения      , . 
В этом случае имеем 

                   0 ,cov 23012301  tttttttt  . 

Случайный процесс    ,t , ],[ bat  , удовлетворяющий условию  

          02301  tttt    для любых  btttta  3210 ,  называется процессом 

с ортогональными приращениями. 
Случайный процесс   t ,  t R ,  называется стационарным в узком смысле, 

если для любого вещественного h  и для любых 1 2, ,... nt t t  таких, что 

1, 2 1 2,..., , , ,...,n nt t t t h t h t h T    , совместное распределение случайных величин  

 1 2, ( ),..., ( )nt h t h t h       не зависит от  h : 

 
1 2,t  ... , 1F , ... , 

nt t nx x =  
1 2+h, t +h... , 1F , ... , 

nt t h nx x . 

Случайный процесс   t ,  t R ,  называется стационарным в широком 

смысле, если    2| |t <   и   М t   не зависит от  t ,  а корреляционная функция за-

висит только от разности  t s : 

 М t m const   ,        , K s t K t s  . 

Здесь вторая функция   K t s   обозначается тоже буквой  K   и носит название 

корреляционной функции стационарного процесса. 
 

2.2.1. Гауссовский процесс 
 

Случайный процесс   t ,  t   (со значениями в  )  называется гауссовским, 

если его значения     ntt   , ... ,1   при любых  ntt  , ... ,1   в совокупности являются га-

уссовскими случайными величинами, то есть если все его совместные функции распре-
деления   nntt xx  , ... ,F 1 , ... ,1

  (конечномерные распределения) являются нормальными (га-

уссовскими). 
Напомним, что совместная функция распределения   nntt xx  , ... ,F 1 , ... ,1

  является 

нормальной, если ее плотность распределения     , ... , 11
, ... , t t t nn

f x p x x   имеет вид:  

     






  axaxxft  ,

2

1
expk , где    1 2

k 2 det K
n


  ,   – положительно-

определенная матрица: 1K   , K  – корреляционная матрица,  nxxx  , ... ,1 , 

 naaa  , ... ,1 ,     nn tata    , ... ,11 ; ,   – скалярное произведение. 

Так что    
1

, ... , 1 1 11
F , ... , ... , ... ,  ... 

xx n

t t n t n nn
x x f y y dy dy

 

      nttt  , ... ,1 ,  где tf  – 

выписанная выше экспоненциальная функция. 
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2.2.2. Винеровский процесс 
 

Очень важным для теории стохастических дифференциальных уравнений явля-
ется понятие винеровского процесса. 

Стандартным одномерным винеровским процессом, выходящим из 0, называет-
ся случайный процесс   tw ,   t0 ,  обладающий свойствами: 

1)   00w    (точнее,   0 ,0w    для почти всех   ,  то есть для всех   ,  за 
исключением меры нуль); 

2) для любых  nttt   ...0 10   случайные величины     0ww 0 t ,    01 ww tt  , 

       112 w w, ... ,ww  nn tttt   независимы; 

3) для любых   ts0   случайная величина     st ww    имеет нормальное 

распределение с математическим ожиданием 0 и дисперсией  st  ,  то есть     st ww    
является гауссовской случайной величиной с плотностью вероятности 

 
   

21
,  exp 

22

x
p x t s

t st s

        
,      x . 

(Плотность вероятности такого вида называется нормальной или гауссовской.) 
Если заменить требование    00w    на    x0w ,  то получим определение 

стандартного винеровского процесса, выходящего из точки  x . 
Свойства 2) и 3) означают, что винеровский процесс является процессом с неза-

висимыми приращениями, для которого распределение        shshs ww , ,   
является гауссовым  (  – борелевское множество,  0s ,  0 sth ). 

Поскольку винеровский процесс   tw ,   t0 ,  является процессом с незави-
симыми приращениями, то он является также и процессом с некоррелированными при-
ращениями, и так как    0w  t ,  то и процессом с ортогональными приращениями. 

Из свойства 3) определения (стандартного) винеровского процесса   tw   сле-
дует, что 

  0w  t ,         ttt  2wDw  
для любого  0t . 

Нетрудно подсчитать, что корреляционная функция 

                 w , w w w w w w min , K s t s t s t s t s t       . 

Из свойства 3) также следует, что винеровский процесс   tw ,  0t ,  является 
однородным процессом, то есть при любом 0h  случайная величина  
     ,w ,w tht    имеет одно и то же распределение (зависящее только от  h )  для 

всех     ,0t . 

Винеровский процесс    ,w t   обладает многими важными свойствами. Отме-
тим некоторые из них: 

1)   ,w t   есть гауссовский процесс; 

2) винеровский процесс   tw ,  0t ,  есть процесс со стационарными прираще-

ниями, то есть при любом сдвиге  nttt  , ... , , 10   на  0h   совместные распределения слу-

чайных величин     1 0w t w t ,         2 1 1, ... , w n nw t w t t w t     не меняются. 

3) при почти всех     (то есть за исключением множества меры нуль) функ-
ция    ,wt t   непрерывна, то есть почти все выборочные траектории винеровского 
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процесса непрерывны; 
4) при почти всех     функция    ,w tt    нигде не дифференцируема; 

5) на каждом интервале      ,0 , ba  при почти всех   функция 

  ,w tt    имеет полную вариацию, равную бесконечности. 

Многомерный винеровский процесс            , w, ... , ,w ,ww 1 tttt m ,  0t ,  

определяется как векторный случайный процесс со значениями в  ,  обладающей 
двумя свойствами: 

1) случайные процессы    ,w ti    mi  , ... ,1   являются числовыми (одномер-

ными) винеровскими процессами; 
2) случайные процессы    ,w ti    mi  , ... ,1   являются независимыми, то есть  

 -алгебры     tti 0 : ,w  ,  порождаемые процессами    ,w ti    mi  , ... ,1 ,  

являются независимыми. 
Винеровский процесс служит в каком-то приближении моделью движения взве-

шенной в жидкости частицы под действием хаотических ударов молекул; поэтому его 
называют стандартным процессом броуновского движения или просто броуновским 
движением (названным в честь шотландского ботаника Р. Броуна (R. Brown), который 
впервые наблюдал это явление). 

 

2.2.3. «Белый шум» 
 

Следующее понятие, которое следует определить, – это «белый шум». При ма-
тематическом моделировании динамических систем, подверженных воздействию ре-
альных шумов, последние, как правило, заменяются так называемыми «белыми шума-
ми». Это оправдано тем, что реальные шумы во многих случаях могут быть хорошо ап-
проксимированы белыми шумами. 

Формально «белый шум» определяют как производную винеровского процесса  

 tw : 
   t

dt

td
w:

w
 .  Это формальное определение становится корректным, если под 

производным понимать обобщенную производную (в обычном смысле производная не 
существует, ибо винеровский процесс недифференцируем). 

Строгое математическое определение «белого шума», как обобщенного случай-

ного процесса     
dt

td
t

w
w  ,  где   tw  – винеровский процесс, дается в рамках теории 

обобщенных случайных процессов. Обобщенный случайный процесс определяется как 
непрерывный линейный функционал  ,  определенный на пространстве всех бес-

конечно дифференцируемых функций    на    с компактным носителем, то 

есть равных нулю вне ограниченных замкнутых множеств из  . 
В общем, одномерным «белым шумом» называют обобщенную производную  

 d t

dt


  от любого числового случайного процесса   t   с независимыми приращения-

ми (рассматриваемого как обобщенный процесс), удовлетворяющего условиям: 

 0 0  ,     0t  ,      2
D t t t     

для всех  0t . 
В частности, когда   t   есть винеровский процесс:     tt w ,  соответствую-

щий обобщенный процесс  
 

dt

tdw
  называют гауссовским белым шумом. (Подробности 
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см., например, [36, с. 307–316].) В дальнейшем под белым шумом мы будем понимать 
гауссовский белый шум. 

Часто, особенно в технической литературе, белый шум определяют как гауссов-
ский случайный процесс   tw ,  для которого 

   0w  t    для всех   ,           stst  ww     для всех    (**) 

где      – дельта-функция Дирака, то есть 

  0w  t    для всех   ,            0ww ,  stst     при   st  , 

     2wwD tt     для всех   . 

Предыдущие равенства означают, что белый шум – это стационарный гауссов-
ский процесс с некоррелированными (и так как процесс – гауссовский, то и с независи-
мыми) значениями со средним значением, тождественно равным нулю и дисперсией, 
равной бесконечности для всех  t .  Однако так определенный объект не является слу-
чайным процессом в обычном смысле этого слова (процесс с указанными свойствами 
может не существовать). Но, несмотря на это, указанные выше свойства, вытекающие 
из соотношений (**), дают существенную информацию о гауссовском белом шуме, по-
нимаемом строго как обобщенный случайный процесс. 

 
Продолжение следует. 
 

To be continued. 
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