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Аннотация. Показано, что непрерывное кусочно-гладкое векторное поле на плоско-

сти, имеющее только гиперболические особые точки, не лежащие на линиях переключения, 
только гиперболические замкнутые траектории, трансверсальные линиям переключения, и не 
имеющее траекторий, идущих из седла в седло, является грубым. Множество таких полей 
открыто и всюду плотно в пространстве всех непрерывных кусочно-гладких векторных полей. 
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Введение 
 

Динамические системы, задаваемые непрерывными кусочно-гладкими вектор-
ными полями, занимают «промежуточное» положение между системами, задаваемы-
ми гладким векторными полями и разрывными кусочно-гладкими векторными поля-
ми. Все эти типы систем используются при математическом моделировании реальных 
процессов. 

Понятие грубости впервые было введено в 1937 г. А.А. Андроновым и 
Л.С. Понтрягиным для гладких динамических систем на плоскости. Суть их определе-
ния состоит в том, что при малых в  1C -норме возмущениях грубого векторного поля 
существует близкий к тождественному гомеоморфизм, переводящий фазовый портрет 
возмущенной системы в фазовый портрет невозмущенной системы. Для  rC -гладких 
систем  ( 1r  )  на замкнутых многообразиях получены естественные необходимые и 
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достаточные условия грубости [1, 2]. Для разрывных кусочно-гладких векторных полей 
на плоскости в [3] дано определение грубости и получены необходимые и достаточные 
условия грубости (см. также [4]). Понятие грубости и условия грубости для непрерыв-
ных кусочно-гладких векторных полей, по-видимому, до сих пор явно не формулиро-
вались, что не мешало изучению бифуркации таких систем, то есть описанию измене-
ния структуры фазовых портретов при изменении параметров [5]. 

В настоящей работе дан вариант определения грубости непрерывных кусочно-
гладких векторных полей и описано открытое всюду плотное множество  r

   в про-
странстве всех таких полей, состоящее из грубых векторных полей. Это множество не 
совпадает с множеством всех грубых векторных полей. Примеры грубых векторных 
полей, не принадлежащих  r

 ,  приведены в п. 3. 
 

1.  Непрерывные кусочно-гладкие векторные поля на плоскости 
 

Пусть  M  – замкнутая область на плоскости  2R   с  1rC  -гладкой границей  M ,  

1S ,…, lS  – непересекающиеся между собой и с  M   замкнутые  1rC  -гладкие кривые в  

M ,  1r  ,  1: l
i iS S  ,  1 2{ , ,..., }nD M M M  – разбиение множества  \M S   на связные 

компоненты. Пусть  ( )r
iM  – банахово пространство  rC -векторных полей на  iM   с  

rC -нормой [6], которую обозначим  i

r
 .  Обозначим  ( , )r M D   банахово пространст-

во непрерывных векторных полей  X   на  M   таких, что для любого  1, 2,...,i n   

: ( )
i

i r
iMX X M  ,  с нормой  

1,..,
: max

i

i

Mr i n r
X X


 .  Пространство  ( )r M   rC -

гладких векторных полей на M  можно рассматривать как подпространство в  
( , )r M D .  Векторное поле  ( , )rX M D   назовем непрерывным кусочно-гладким 

векторным полем в области  M   с разбиением  D .  Множество  S   и его компоненты  

iS   будем называть линиями переключения поля  X . 

Пусть  ( , )r M D+  – открытое подмножество в  ( , )r M D ,  состоящее из вектор-

ных полей, не касающихся  M ,  ( ) : ( ) ( , )r r rM M M D   + + . 

Векторное поле  ( , )rX M D   удовлетворяет условию Липшица. Поэтому для 

любой точки  0x M   однозначно определена траектория, выходящая из этой точки, – 
кривая  0( , ) :x J M   ,  где  J  – наибольший промежуток такой, что  0 J ,  

0 0( ,0)x x  ,  t J    0 0( , ) ( ( , ))d
dt x t X x t  .  Множество точек  0{ ( , ), }L x x t t J   ,  

также будем называть траекторией. Из контекста обычно ясно, что под траекторией 
понимается. 

 

2. Основные результаты 
 

Векторное поле  ( , )rX M D   называется грубым, если для любого  0    су-

ществует такое  0  ,  что для любого векторного поля  ( , )rX M D ,  удовлетво-

ряющего условию  
r

X X   ,  существует такой гомеоморфизм  :h M M ,  что 

для любой траектории  L   поля  X   ( )h L  – траектория поля  X ,  при этом  x M    

( )h x x   . 

Особую точку  0x   поля  ( , )rX M D   назовем гиперболической, если  
0 int ix M   при некотором  1, 2,...,i n   и  0x  – гиперболическая точка для векторного 
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поля  ( )i r
iX M ,  то есть  0det ( ) 0idX x  .  Пусть замкнутая траектория  : ( )x t    

поля X  трансверсальна линии переключения  S   поля,  0
0( ) \x t M S  .  Выберем 

трансверсаль к     в точке  0x  – такое  1rC   – отображение  : ( 1,1) \M S   ,  что  
0(0) x  ,  ( 1,1)u     векторы  ( )u   и  ( ( ))X u   линейно независимы. Тогда опреде-

лено отображение последования по траекториям поля:  ( ) ( ( ))u f u  ,  1u u  ,  где  

( ) rf C  ,  (0) 0f  ,  ( ) 0f u  .  Производная  (0)f    не зависит от выбора точки  0x    
и трансверсали к     в этой точке. Назовем     гиперболической замкнутой траекто-
рией, если  (0) 1f   . 

Обозначим  r
   множество векторных полей из  ( , )r M D ,  для которых все 

особые точки и замкнутые траектории гиперболические и не существует траекторий, 
идущих из седла в седло. 

 

Теорема. Множество  r
   открыто и всюду плотно в  ( , )r M D   и состоит из 

грубых векторных полей. 
 

Доказательство. Доказательство открытости  r
   и грубости векторных полей 

из  r
   аналогично соответствующему доказательству в [7] для гладких векторных по-

лей. Существенно используется следующая лемма, аналогичная утверждениям пп. 4.1 и 
4.2 книги [7] об элементарных четырехугольниках. 

 

Лемма. Пусть  L  – незамкнутая траектория векторного поля  ( , )r
+X M D ,  

0x   и  1x   две различные точки на ней,  : ( 1,1)k M     ( 0,1k  ) – трансверсали к  L   в 

точках  (0)k kx  .  Тогда для любого  0    найдутся такие  0    и  0 1u  ,  что 

для каждого векторного поля  ( , )r
+X M D ,  

r
X X   ,  существует гомеомор-

физм  � :[ , ] [0,1]
X

u u M      такой, что  [ , ]u u u     � ({ } [0,1])
X

u   – дуга траек-

тории поля, � 0( ,0) ( )
X

u u  , � 1( ,1) ( 1,1)
X

u    , ( , ) [ , ] [0,1]u s u u      

�| ( , ) ( , ) |XX
u s u s    . 

 

Для гладких векторных полей отображения  �X
   являются диффеоморфизмами, 

однако в доказательстве достаточных условий грубости в [7] используется только их 
гомеоморфность. 

Докажем плотность  r
 .  Пусть  ( , ) \r r

+X M D   .  Зададим число  0  .  Со-

гласно доказательству теоремы Вейерштрасса о приближении [8] для любого  4N    на  

M   существует полиномиальное векторное поле  Y   такое, что  /
ii

r
Y X N    для 

всех  1, 2,...,i n .  Выбрав достаточно большое  N ,  можно считать, что  ( )rY M+ .  

Так как грубые векторные поля всюду плотны в  ( )r M   [6, 7], то существует вектор-

ное поле  ( )rZ M+ ,  для которого  / 4
r

Y Z   ,  имеющее только гиперболические 

особые точки и замкнутые траектории и не имеющее траекторий, идущих из седла в 
седло. Так как у поля  Z   особые точки могут находиться на линии  S ,  а замкнутые 
траектории касаться  S ,  то  Z   может не принадлежать  r

 . 

Выберем цилиндрические  1rC  -координаты  , mod 2   ,  2  ,  в непересе-

кающихся между собой окрестностях каждой кривой  iS , 1,...,i l ,  так, чтобы  iS   
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имело уравнение  0  .  Обозначим  iU   окрестность кривой  iS ,  задаваемую неравен-

ством  1  .  Пусть в iU   ( , ) ( , ) / ( , ) /i iZ P Q             ,  : ( 1,1) [0,1]a    – 

такая  C -функция, что  ( ) 1a     при  1/ 3    и  ( ) 0a     при  2 / 3  .  Рассмот-

рим отображения  :g M M  ,  определенные следующим образом: в точках каждой 

окрестности  iU   g   переводит точку с координатами  ( , mod 2 )     в точку с коорди-

натами  ( ( ), mod 2 )a     ,  а в остальных точках  ( )g x x  .  При достаточно ма-

лых     ( 00    )  g  – диффеоморфизм, поле  1: ( )Z dg Z g  
     имеет только 

гиперболические особые точки и замкнутые траектории и не имеет траекторий, идущих 

из седла в седло,  / 4
r

Z Z   . 

Пусть замкнутая траектория     поля  Z   периода  T   пересекается с  iS .  Связ-

ные компоненты  iU ,  содержащие точки, принадлежащие  iS ,  будем называть 

отмеченными. Любая компонента  iU   задается уравнениями  ( )t  ,  ( )t  ,  

( , )t   ,  где  0 T    ,  ( ) ( ( ), ( ))it P t t     .  Все функции  | ( , ) |iP   ,  1  ,  

[0, 2 ]  ,  1,...,i l ,  ограничены сверху одной постоянной, которую обозначим  C .  

Если  0( ) 0t    при некотором  0 ( , )t   ,  то 

0
01 ( ) ( ) ( ( ), ( )) ( )it

t P t t dt C


              , 

и потому  1/ C   .  Так как интервалы  ( , )    для разных компонент  iU   меж-

ду собой не пересекаются, то отмеченных компонент  iU   конечное число. 

Без ограничения общности можно считать, что эти компоненты задаются в ци-
линдрических координатах уравнениями  )(ˆ tpp ij ,  )(ˆ tij  ,  ( , )i j i jt   ,  

0 i j i j T    ,  1,..., jj p .  Для векторного поля  Z   : ( )g     – замкнутая траек-

тория, а любая компонента  iU    задается уравнениями  ( ) ( ( ))t a t      ,  

( )t  ,  ( , )t   ,  где  ( )t  ,  ( )t  ,  ( , )t    – уравнение какой-нибудь 

компоненты  iU .  При достаточно малых  0(0, )    имеем следующие утвержде-

ния: если  ( ) 0t    при  ( , )t   ,  то и  ( ) ( ( )) 0t a t     ,  то есть, если компонен-

та  iU   не пересекается с  iS ,  то и соответствующая компонента  iU    не пере-

секается с  iS .  Нули функции  ))(ˆ()(ˆ tpatp ijij  ,  ( , )i j i jt     совпадают с нулями 

функции  )(ˆ tpij ,  ( , )i j i jt   ,  причем в окрестности каждого нуля  

  )(ˆ))(ˆ()(ˆ tptpatp ijijij .  По теореме Сарда [9] множество критических значений 

функции  )(ˆ tpij ,  ( , )i j i jt     имеет нулевую меру. Так как замкнутых траекторий у по-

ля  Z   конечное число, то найдется такое  0(0, )  ,  что для любой замкнутой траек-

тории     при всех  1,...,i l ,  1,..., jj p   нули функций  ))(ˆ()(ˆ tpatp ijij  ,  ( , )i j i jt     

простые, и потому     трансверсально  S .  Так как любая замкнутая траектория поля  

Z   имеет вид  ( )g  ,  где    – замкнутая траектория поля  Z ,  то все замкнутые тра-

ектории поля  0V Z   трансверсальны  S . 

При достаточно малом  0v    векторное поле  1
0: ( )v v vV dg V g     имеет только 

гиперболические замкнутые траектории, трансверсальные  S ,  гиперболические особые 
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точки, принадлежащие  \M S ,  не имеет траекторий, идущих из седла в седло,  

0 / 4v r
V V   .  Следовательно, векторное поле  rV   , 

r
V X   ,  и плотность  

r
   в  ( , )r

+ M D   доказана. 
 

3.  О грубых векторных полях, не принадлежащих множеству  r
  

 

В типичных однопараметрических семействах векторных полей из  ( , )r
+ M D   

уже могут встретиться векторные поля, у которых замкнутая траектория     имеет 
квадратичное касание с линией переключения  S .  Из работы [10] следует, что на 
трансверсали к     определена  1C -функция последования  ( )f u ,  (0) 0f  ;  и в случае  

(0) 1f        является грубой траекторией. Поэтому в  ( , )r
+ M D   существуют грубые 

векторные поля, имеющие такие траектории и потому не принадлежащие  r
 . 

В типичных однопараметрических семействах векторных полей из  ( , )r
+ M D   

также могут встретиться векторные поля, у которых есть грубые особые точки, принад-
лежащие  S .  Такой особой точкой, например, является точка  0 i jx M M 


,  для кото-

рой линейные операторы  0( )idX x   и  0( )jdX x   имеют различные отрицательные собст-

венные значения, а соответствующие одномерные собственные подпространства транс-
версальны касательной к  S   в точке  0x .  Точка  0x   является для поля  X   грубым ус-

тойчивым топологическим узлом [5]. Поэтому в  ( , )r
+ M D   существуют грубые век-

торные поля, имеющие такие особые точки и потому не принадлежащие  r
 . 

Нетрудно построить векторное поле из  ( , )r
+ M D ,  имеющее замкнутую траек-

торию, для которой множество точек касания с  S   бесконечно. Функция последования 
на трансверсали к такой траектории определена и непрерывна, но вряд ли дифференци-
руема. Поэтому полное решение вопроса, какие замкнутые траектории могут быть у 
грубого векторного поля из  ( , )r

+ M D ,  представляется бесперспективным. Это же за-

мечание относится и к особым точкам грубых векторных полей на линии переключения. 
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