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Аннотация. Представлены теоремы о прямых изоклинах автономных дифференциаль-

ных систем на плоскости, правые части которых являются полиномами  n-ой степени. Ис-
пользуя свойства прямых изоклин для квадратичной и кубической дифференциальных систем, 
указаны коэффициентные условия, при которых они не имеют замкнутых траекторий, в ча-
стности, предельных циклов, окружающих состояние равновесия (типа фокус) (0,0). Приведе-
ны примеры таких систем. 
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Abstract. Some theorems on straight line isoclines of polynomial vector fields of general form 

are proved. For example, it is shown that if a straight line passes through  n  equilibrium states of a 
system, then it is an isocline of this system. Using the properties of straight line isoclines for quadratic 
and cubic differential systems, coefficient conditions are indicated under which they do not have 
closed trajectories, in particular, limit cycles surrounding the equilibrium state (or focus)  (0,0).  Ex-
amples of such systems are given. 
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Введение 

 

Важной задачей в качественной теории дифференциальных систем на плоскости 
считается задача о наличии или отсутствии замкнутых траекторий (предельных цик-
лов). В работе [1] сказано, что «по локальным свойствам разбиения фазовой плоскости 
на траектории ничего нельзя сказать о существовании или отсутствии замкнутой траек-
тории». Более того, в [1] говорится, что встречаются опубликованные журнальные ра-
боты, в которых авторы пытаются обосновать универсальный алгоритмизируемый ме-
тод поиска предельных циклов для произвольных динамических систем с аналитиче-
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скими и неаналитическими правыми частями. На безуспешность этих попыток аргу-
ментированно указано на страницах 248–252 в [1]. 

Известно, что исторически впервые условие отсутствия замкнутых траекторий в 
виде достаточных условий представлено критерием Бендиксона [2]. Другой по значи-
мости – это критерий Дюлака [3], обобщающий критерий Бендиксона. 

Другие критерии связаны с более слабым требованием – требованием отсутствия 
периодических решений динамической системы. Например, к ним можно отнести кри-
терии, связанные со свойствами так называемой «кривой контактов». Наиболее суще-
ственные критерии основаны на свойствах особых точек (см. [4] на с. 346). 

В качественной теории полиномиальных векторных полей заметную роль игра-
ют изоклины, в частности, прямые изоклины. Так, сведения о некоторых применениях 
прямых изоклин можно найти в работах [5–7]. Авторы работ [8–10], благодаря исполь-
зованию свойств прямых изоклин, установили важные сведения о поведении траекто-
рий квадратичной системы. В данной работе инструментарий, основанный на теории 
прямых изоклин, позволяет установить отсутствие замкнутых траекторий у квадратич-
ных и кубических дифференциальных систем определенного вида. 

Предварительно дадим необходимые определения и теоремы для полиномиаль-
ных систем общего вида. 

Под изоклиной системы 
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где  ( , ), ( , )P x y Q x y  – функции, имеющие непрерывные производные не ниже первого 

порядка в области  2RG  ,  будем понимать кривую  0),(: yxLL   на фазовой плос-
кости, удовлетворяющую уравнению 

 ,0),(),(  yxPmyxQ  (2) 
где  .constm   

Кривая )0),((0),(  yxPyxQ  удовлетворяет уравнению (2) при  ),(0  mm   
поэтому называется изоклиной нуля (бесконечности) системы (1). 

Если  L изоклина системы (1), то 
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При этом число  m   будем называть направлением, индуцированным на изокли-
не  ,L   и будем обозначать  ).(Lm  

 

Теорема 1. Если  L изоклина системы (1), то в результате невырожденного 
преобразования 
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L   трансформируется в изоклину  .L  
 

Доказательство. В результате преобразования (3) система (1) примет вид: 
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где  .0, 


  dt
d  

Для определенности примем ( ) .m L m  Преобразование (3) переводит кривую L  в .L  
Тогда 
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Из равенства (5) получаем, что кривая  L   является изоклиной системы (5). 
Теорема доказана. 
 

Следствие. Любую выбранную изоклину системы (1) с помощью линейного 
преобразования можно перевести в любую из двух главных изоклин. 

Действительно, если  ),( mm     то кривая  L  – изоклина нуля (бесконеч-
ности) системы (5). 

 

Теорема 2 ([7]). Если прямая  l   проходит через  n   состояний равновесия системы 
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где ,1),(,,  nnijij QPRba   то  l  – изоклина этой системы. 
 

Теорема 3. Точка  M   является состоянием равновесия системы (1) тогда и 
только тогда, когда через эту точку проходят хотя бы две изоклины  1L   и  2L ,  на 
которых индуцированы различные направления. 

 

Доказательство. Пусть  M  – состояние равновесия системы (1), тогда по опре-
делению [11]  M  – общая точка главных изоклин. Обратно, пусть через  M   проходят 
изоклины  1L   и  2L   такие, что  ).()(,)( 212211 mmmLmmLm   Применив к системе 
(1) преобразование 
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придадим системе (1) вид: 
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Согласно следствию из теоремы 1, изоклина  )( 21 LL   системы (1) перешла в изо-
клину нуля (бесконечности) системы (8). Следовательно, в результате преобразования 
(7) точка  M   перешла в точку  M  – общую точку главных изоклин системы (8). 

Теорема доказана. 
 

Теорема 4 ([12]). Какие бы  1n   прямых изоклин системы (6) ни взять, хотя 
бы на двух из них индуцированы различные направления. 

 

Теорема 5 ([7]). Если через состояние равновесия  M   системы (1) проходят 
две изоклины  1L   и  2L  такие, что  )()( 21 LmLm  ,  то  M  – сложное состояние рав-
новесия этой системы. 

 

Теорема 6 ([13]). Если  M  – сложное состояние равновесия системы (1), то по-
средством невырожденного преобразования (3) эту систему можно привести к системе 
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где выполняется хотя бы одно из условий: 0)0,0()0,0(  yx RR  и 0)0,0()0,0(  yx SS ,  

считая  )0,0(M . 
 

Основные результаты 
 

Рассмотрим систему 
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где  .1),(,, 22  QPRba ijij  

Пусть система (9) имеет четыре прямых изоклины:  .,,, 4321 llll   По теореме 4 ка-

кие бы три из этих прямых ни взять, на двух прямых индуцированы различные направ-
ления. Пусть  ,)()(,)()( 243121 mlmlmmlmlm    причем  ,31 ll 42 ll . 

Не сужая общности, согласно следствию из теоремы 1, рассмотрим вместо сис-
темы (9) систему 
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.,, 214231 kkbbbb   

Следует отметить, что подходящим преобразованием (3) изоклины  1l   и  2l   пе-

реведены в изоклины бесконечности  ,0:,0: 222111  bxkylbxkyl  а изоклины  

3l   и  4l  – в изоклины нуля  0:,0: 424313  bxkylbxkyl   системы (10). 

Система (10) имеет два состояния равновесия  ., 3241 llBllA   

Вычисления показывают, что в точках  A   и  B   выполняется неравенство 

.0),(),(),(),( 2222  yxQyxPyxQyxP xyyx  

Следовательно, точки  A   и  B  – простые состояния равновесия системы (10) 
[11]. По теореме 2 прямая  5l ,  проходящая через точки  A   и  B ,  является изоклиной 

системы (10). Согласно теореме 5:   .0\,)( 335 Rmmlm    Впрочем, как следует из ра-

боты [7], система (10) не имеет прямой изоклины, отличной от прямых  .5,1ili  

Если перенести начало координат системы (10) в точку  A ,  то получим новую 
систему вида: 
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Заметим, что в этом случае вид обозначений фазовых переменных, а также ко-
эффициентов в уравнениях прямых для  32, ll   сохранен. 

В системе (11)  ,032 bb   так как в противном случае )0,0(  – сложное состояние 
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равновесия этой системы (см. теорему 6). 
Известно, что состояние равновесия типа «узел» системы (9) не окружает пре-

дельный цикл [14]. Поэтому предположим, что  )0,0(  – фокус системы (11). Тогда вы-
полняются условия [11]: 
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Второе состояние равновесия системы (11) есть точка  
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Из условия, что прямая  5l   проходит через точки  )0,0(  и  N ,  находим соотношение: 

 3 2 2 1 3 3 2( ) 0.b k b k k b b     (12) 

Из (12) следует, что  ,32 bb    так как в противном случае имеем равенство  

,21 kk    что противоречит условию  .21 kk    Из (12) находим: 

 
3 2 2 1

3
3 2

.
b k b k

k
b b




  (13) 

Поскольку на изоклине  0: 35  xkyl   индуцировано направление   0\Rm ,  

то имеет место равенство: 

    2231331323 )()()()( bxkkxkkmbxkkxkk  . (14) 

Из (14) следует, что  .1m  
Заметим, что ,13 k   ибо в противном случае  5l  – инвариантная прямая. Это 

противоречит тому, что точка  (0,0)  – фокус. 
Ни замкнутая траектория, окружающая фокус  )0,0( ,  ни спиралевидная траек-

тория, стремящаяся к фокусу  )0,0(   при  t   (или при  t ),  не может пересе-

кать ни одну из изоклин  0: 222  bxkyl   и  .0: 313  bxkyl   Учитывая это, вместо 

системы (11) рассмотрим систему 

 

1

1 3

2

2 2

( , ),

( , ),

dx y k x
F x y

d y k x b

dy y k x
G x y

d y k x b





    
   
  

 (15) 

где  .))(( 2231 dtbxkybxkyd   

Траектории систем (11) и (15) совпадают в области предполагаемого расположе-
ния замкнутых траекторий, но параметризации на траекториях этих систем, вообще го-
воря, могут быть различными. 

Из (15) следует, что 
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Если  ,sgnsgn 231 bbk    то выражение (16) знакопостоянно, и по признаку Бен-

диксона [11] система (15), а значит, и система (11) не имеет замкнутых траекторий. 
В дальнейшем нам понадобится 
 

Лемма 1. Система дифференциальных уравнений 
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не имеет замкнутых траекторий, если  ),(),(),( yxygyxWyxW  ,  где  .0),( yxg  
 

Доказательство. Введем в рассмотрение функцию 
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Согласно условию леммы, выражение (18) имеет вид: 
 ( , ) ( , ).H x y g x y  (19) 

Для определенности положим, что  0),( yxg ,  и вопреки утверждению леммы 
допустим существование замкнутой траектории  L   системы (17). Дугу кривой  L ,  
расположенную в полуплоскости  )0(0  yy ,  обозначим  ).(  LL   Дугу, симметрич-

ную дуге  L   относительно изоклины  ,0y  обозначим  .0L  Абсциссы точек пересе-

чения траектории  L   с прямой  0y   обозначим  1x   и  2x ,  причем  21 xx  .  В силу 

неравенства  0),( yxH   в полуокрестности  ),( 222 xx    точки  2x   дуга  0L   располо-

жена выше дуги  L ,  а в полуокрестности  ),( 111 xx   точки  1x  – ниже дуги  L .  Так 

как дуги  L   и  .0L  непрерывны, то существует, по крайней мере, одна точка пересече-

ния этих дуг, в окрестности которой  0),( yxg . 
Полученное противоречие завершает доказательство леммы. 
 

Замечание 1.  1   и  2  – сколь угодно малые положительные числа. 
Применим к системе (11) преобразование 

 
,

.

x x y

y y

 
 

 (20) 

В результате система (11) переходит в систему 

 

  

2 1 3 2 3 2 2 1 3 2

2 2 1 1

( ) ( ) ,

(1 ) (1 ) .

dx
b k b k x b b b k b k y

dt
dy

k x k y k x k y
dt

      

       


 (21) 

Согласно следствию из теоремы 1, прямая изоклина  03  xky   системы (11), 

на которой индуцировано направление  1m ,  с помощью преобразования (20) переве-
дена в изоклину бесконечности системы (21). 

Преобразуем систему (21) по формулам: 

2 1 3 2 3 2 2 1 3 2

,

( ) ( ) .

x x

y b k b k x b b b k b k y


      



  

 
  

















.~)1(~)(~)1(~)(
1

1~)(
~

,~)(
~

333113223
3

233

23

bkbykxkkykxkk
k

ybbk
dt

yd

ybb
dt

xd

 (22) 

Функция (19) применительно к системе (22) имеет вид: 

 
 

.
~)1(2

)~,~(
23

1312

bb

xkbkb
yxH




  (23) 

Выражение (23) обращается в нуль на прямой  
1

~

1

123





k

kbb
x .  Учитывая соотно-

шение (13), убеждаемся в том, что абсцисса седла системы (22) равна  2
~ bx  . 

; 
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Пусть  02 b   и  2
1

123

1
b

k

kbb





  или  02 b   и  2
1

123

1
b

k

kbb





.  Тогда выражение 

(23) знакопостоянно и по лемме 1 система (22) ациклична. Таким образом, справедлива 
 

Теорема 7. Система (11) не имеет замкнутых траекторий, в частности, пре-
дельных циклов, окружающих фокус  )0,0( ,  если выполняется хотя бы одно из условий: 

 231 sgnsgn bbk  ; (24) 

 0
1

,0,1
1

23
22 





k

bb
bk ; (25) 

 0
1

,0,1
1

23
22 





k

bb
bk . (26) 

 

Замечание 2. Априори считаются выполненными условия  
04)(,0)( 232

2
3121232  kbbbkbkkbb ,  так как  (0,0)  – фокус. 

 

Пример 1. Система 













),3)((

),2)((

xyxy
dt

dy

xyxy
dt

dx

 

имеющая два состояния равновесия: (0,0)  – простой неустойчивый фокус и седло  
)5,2;5,0(  ,  удовлетворяет условию (25) и поэтому ациклична. 

 

Пример 2. Система 













)32)((

),1)(2(

xyxy
dt

dy

xyxy
dt

dx

 

имеет простой устойчивый фокус  )0,0(   и седло  







3

5
;

3

2
,  удовлетворяет условию (26), 

поэтому она ациклична. 
 

Пример 3. Условию (24) теоремы 7 удовлетворяет система 













),22)(2(

),42)(2(

xyxy
dt

dy

xyxy
dt

dx

 

имеющая простой устойчивый фокус  )0,0(   и седло  





 


1;
2

3
.  Поэтому эта система 

ациклична. 
 

Замечание 3. Существуют системы (11), имеющие предельный цикл, окружаю-
щий фокус. 

 

Пример 4. Система 













)4)(3(

),43)((

xyxy
dt

dy

xyxy
dt

dx 
 

при  0   в точке  )0,0(   имеет сложный однократный неустойчивый фокус, так как  
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03    [15]. Если перейти к сколь угодно малым значениям  0  ,  то точка  )0,0(   об-

ращается в простой устойчивый фокус, окруженный неустойчивым предельным циклом. 
Далее рассмотрим систему 

 












),)((

,))((

22
1

2
22

1

fyexydxcybxaxky
dt

dy

xkyfyexydxcybxaxky
dt

dx

 (27) 

где  21 kk  .  Система (27) имеет две прямее изоклины  0:,0: 2211  xkynxkyn . На 

прямой  2n   индуцировано направление  1)( 2 nm .  Поэтому преобразование (20) пере-
водит эту прямую в изоклину бесконечности системы 

  

2 2

1 1 2

(1 ) ,

(1 ) ( , ),

dx
k x k y

dt
dy

k x k y F x y
dt

    

    


.12 k  (28) 

Заметим, что при  12 k   прямая  2n   является инвариантной, и система (28) 
ациклична. Посредством преобразования 







ykxky
xx

)1(~
,~

22
 

система (28) приводится к системе: 

 

 












),~,~(
~~)1(~)(~

~

,~
~

21122 yxFykxkkyk
dt

yd

y
dt

xd

 (29) 

где  )~,~(
~

2 yxF  – многочлен второй степени. 
Таким образом, имеет место 
 

Лемма 2. Посредством аффинного преобразования переменных  x   и  y   систе-
ма (27) может быть приведена к системе 

 












),,()(

,

2 yxFkxyy
dt

dy

y
dt

dx


  (30) 

где  .),( 22
2 fyexydxcybxayxF   

В системе (30) будем считать выполненным неравенство  042  adb ,  гаранти-
рующее единственность состояния равновесия  )0,0(   этой системы. На прямой изо-
клине  0 kxy   индуцировано направление  ,  поэтому требуем выполнения нера-
венства  ,k  так как в противном случае эта прямая будет инвариантной, и система 
ациклична. Начало координат  )0,0(   системы (30) будет антиседлом, если  .0ak   Под 
антиседлом следует понимать простое состояние равновесия, не являющееся седлом. 

Непосредственными вычислениями убеждаемся в том, что функция (19) приме-
нительно к системе (30) имеет вид 

 
2 2( , ) 2 ( ) ( ) .H x y a b kc x d ke x fy          (31) 

Если  ,sgn)sgn()sgn(, fkedakcb    то выражение (31) знакопостоянно, 
и по лемме 1 система (30) не имеет замкнутых траекторий. 
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Тем самым доказана 
 

Теорема 8. Система дифференциальных уравнений 

2 2

,

( )( )

dx
y

dt
dy

y y kx a bx cy dx exy fy
dt



 

        
  

не имеет замкнутых траекторий, окружающих единственное состояние равновесия  
),0,0(   если  .sgn)sgn()sgn(,,0,042 fkedakcbakadb    

 

Пример 5. Система 
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










)534)(3(2

,

22 yxyxyxxyy
dt

dy

y
dt
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удовлетворяет условиям теоремы 8:  .1,5,1,3,4,3,2  fedcbak   В на-
чале координат данная система имеет простой неустойчивый фокус, а система ациклична. 

 

Замечание 4. Теорема 8 остается справедливой, если равенство 
fkeda sgn)sgn()sgn(   

заменить условием  .sgn)sgn(,0 fkeda   
Различие лишь в том, что тогда в условиях теоремы 8 точка  (0,0)  – простой фо-

кус, а при условии  0 a   точка   (0,0)  – негрубый фокус. 
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