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с аналитическими на всей фазовой плоскости правыми частями. 
Замкнутая траектория системы (1) имеет индекс Пуанкаре, равный единице [1]. 

Поэтому она может окружать отдельно взятое состояние равновесия типа не только 
«фокус» и «центр», но и «узел». 

Так, например, система  
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имеет предельный цикл  0112  yx ,  окружающий единственное состояние равно-
весия  )0,0(O   типа «простой устойчивый узел». 

Таким образом, правомерно поставить вопрос о существовании или отсутствии 
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замкнутых траекторий, окружающих отдельно взятое состояние равновесия типа 
«узел». Данной проблеме посвящена статья [2], в которой доказана 

 

Теорема 1. Если состояние равновесия  )0,0(O   системы 

 

,

,

i j
ij

i j n

i j
ij

i j n

dx
ax by a x y

dt

dy
cx dy b x y

dt

 

 

   

   





 (2) 

где  ,n N n  – четное, имеет действительные характеристические корни, то точку  
)0,0(O   не окружает замкнутая траектория этой системы. 
Доказательство теоремы проводится путем перехода к полярным координатам. 
Цель данной заметки – указать иное, на наш взгляд, элементарное, доказательст-

во теоремы 1. 
 

Определение 1. Пусть A  и B  – отличные от состояний равновесия системы (1) 
точки на прямой  l ,  не являющейся инвариантной,  ))()(( BvAv


 – вектор поля системы 

(1) в точке  )(BA .  При этом начало вектора  ))()(( BvAv


  совмещено с точкой  )(BA .  
Если концы векторов  )(),( BvAv


  расположены в одной и той же полуплоскости (в 

разных полуплоскостях) относительно прямой  l ,  то точки  A   и  B   назовем согласо-
ванными (несогласованными) на прямой  l . 

Очевидно, в силу непрерывности векторного поля системы (1) между двумя не-
согласованными точками прямой  l   расположено хотя бы одно состояние равновесия 
системы (1) или хотя бы один контакт. 

 

Определение 2. Точка  K ,  расположенная на прямой  l ,  называется контактом, 
если эта прямая касается некоторой траектории системы (1) в точке  K . 

 

Замечание 1. Доказательство выпуклости замкнутой траектории квадратичной 
системы основано на понятии «несогласованные точки» (см. статью [3]). 

 

Лемма 1. Пусть  )0,0(O  – состояние равновесия системы (1), где выполняется 
условие  .1),( YX   Тогда эта система не имеет замкнутой траектории, окружаю-
щей точку  )0,0(O ,  если выполняется одно из условий: 

 ;0)0,(),0( xYyX  (3) 

 0),0( yX   при  0y   (или  0),0( yX   при  0y ); (4) 

 0)0,( xY   при  0x   (или  0)0,( xY   при  0x ). (5) 
 

Доказательство. При выполнении (3) через состояние равновесия  )0,0(O   про-
ходит инвариантная прямая  0x   или  0y .  Поэтому замкнутая траектория не мо-

жет окружать точку  )0,0(O .  Если имеет место условие (4), то  .0
0









xdt

dx
  Отсюда 

следует, что точки прямой  0x ,  отличные от  )0,0(O ,  согласованы. Это свидетельст-
вует об отсутствии замкнутой траектории вокруг точки  )0,0(O .  К такому же выводу 
приходим и в случае выполнения условия (5). 

Лемма доказана. 
 

В работе [4] доказана 
 

Лемма 2. Если  )0,0(O  – сложное состояние равновесия системы (1), то по-
средством неособенного линейного преобразования фазовых переменных она может 
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быть приведена к системе 

 














),,(

),,(

yxW
dt

dy

yxV
dt

dx

 (6) 

которая удовлетворяет хотя бы одному из условий: 

 0)0,0()0,0(  yx VV ; (7) 

 0)0,0()0,0(  yx WW . (8) 
 

Доказательство теоремы 1. Отметим, что априори считается выполненным 
условие 

 0 dcba , (9) 

ибо в противном случае через точку  )0,0(O   проходит хотя бы одна инвариантная 
прямая. 

В самом деле, если неравенство (9) не выполняется, то  kxy   – инвариантная 
прямая для системы 
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тогда и только тогда, когда выполняется равенство 

 )( ,0
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2,21,10,,0
2

2,21,10,
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nnnn kakakaakkbkbkbb    . (10) 

Равенство (10) представляет собой уравнение  1n -ой степени относительно  k .  
Если  0,0 na ,  то уравнение (10) как уравнение нечетной степени ( n  – четное число) 

имеет хотя бы один действительный корень, если  0,0 na ,  то 0x – инвариантная 

прямая системы (2). Таким образом, если не выполняется (9), то через точку  )0,0(O   
проходит, по меньшей мере, одна инвариантная прямая. Следовательно, у системы (2) 
нет замкнутой траектории, окружающей начало координат. 

При выполнении (9) состояние равновесия  )0,0(O   может быть простым или 
сложным. Пусть  )0,0(O  – сложное состояние равновесия системы (2). Согласно лем-
ме 2, не сужая общности, рассмотрим систему 
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Если  00 na ,  то выполняется условие (3), а при  00 na   выполняется условие 

(4) леммы 1. Поэтому точку  )0,0(O   не окружает замкнутая траектория системы (11). 
Далее рассмотрим случай, когда  )0,0(O  – простое состояние равновесия систе-

мы (2), то есть случай, когда корни характеристического уравнения этого состояния 
равновесия действительны и отличны от нуля. 

Пусть  1   и  2  – различные корни характеристического уравнения, и  021  .  
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Здесь сознательно не рассматривается случай  021  ,  так как в этом случае  )0,0(O  – 
простое седло [1], и оно не может быть окружено замкнутой траекторией. 

Если  21   ,  то система (2) может быть приведена к системе [1]: 
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Если  1 2     – двукратный корень характеристического уравнения, то сис-
теме (2) можно придать вид системы [1]: 
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где     может быть равным нулю или отличным от него. 

В системах (12) и (13) при 00 n   0x  – инвариантная прямая, а при  00 n   

точки прямой  0x ,  за исключением точки  )0,0(O ,  являются согласованными. Таким 
образом, системы (12) и (13) удовлетворяют лемме 1, и нет у системы (2) траекторий, 
окружающих узел  )0,0(O . 

Теорема доказана. 
 

Следствие. Состояние равновесия типа «узел» квадратичной системы не окру-
жает замкнутая траектория. 

 

Замечание 2. Вопрос о существовании или отсутствии предельных циклов, ок-
ружающих узел  )0,0(O   системы (2), изучается в монографии [5] как в случае четного, 
так и в случае нечетного  n . 
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