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Поскольку гладкие динамические системы, описывающие некоторые реальные 

процессы, имеют естественную симметрию, то разумно изучать бифуркации в классах 
систем с различного вида симметрий. Таким исследованиям посвящен ряд работ [1–4]. 
В основном рассматривались локальные бифуркации. Что касается нелокальных би-
фуркаций, то здесь пока имеется мало результатов даже в случае систем с «простей-
шей» – центральной симметрией [5, 6]. 

В настоящей работе мы исследуем нелокальные бифуркации в классе систем на 
плоскости, инвариантных относительно конечной группы вращений. Ряд других би-
фуркаций таких систем был описан в [7]. 

Будем рассматривать  rC -векторные поля  X   в  2 2 2
1 2 1 2: { ( , ) : 1}D x x x x x    R ,  

инвариантные относительно вращений на углы  2 /m m n  ,  nN ,  2n  ,  mZ : 



ISSN 2410-3225 Ежеквартальный рецензируемый, реферируемый научный журнал «Вестник АГУ». Вып. 2 (321) 2023 

12 

( ) ( )m mX R x R X x ,  где  2 2:mR R R ,  1 2 1 2: ( cos sin , sin cos )m m m m mR x x x x x      . 

Обозначим  ( , )r D n   банахово пространство таких векторных полей с  rC -
нормой. 

Рассмотрим семейство  { }X    векторных полей 

1 1 2 2( ) ( , ) / ( , ) / ( , )rX x P x x P x x D n         , 

зависящих от двумерного параметра  1 2( , )   ,  меняющегося в окрестности нуля, где  

1 2, rP P C ( 3r  ).  На векторное поле  0X   наложим условия, выделяющие в пространст-

ве  ( , )r D n   подмногообразия коразмерности два. Условия, налагаемые на семейство  
X  , будут означать его трансверсальность в точке 0   указанному подмногообразию. 

Пусть векторное поле 0X  имеет 2n  различных седел  0 0 0
1 2 2, ,..., int ,nz z z D   

1,2,...,2k n ,  таких, что  1,2,...,2k n    0 0
2 1k kz R z    (здесь 0 0

2 1 1:nz z  , 0 0
2 2 2:nz z  ).  Пусть  

0
1 0k    и  0

2 0k   – собственные значения матрицы линейной части поля  0X   в седле  
0
kz ,  а  0 0 0

2 1: / 0k k k      – седловой индекс. Ясно, что  0 0
1k   ,  если  k – нечетно, и  

0 0
2k   ,  если  k – четно. Будем считать, что  0 0

1 2 1   .  Предположим также, что поле  

0X   имеет траектории  0
1L   и  0

2L   такие, что  0
1L  ( 0

2L )   -предельна к  0
1z  ( 0

2z )  и   -

предельна к  0
2z  ( 0

3z ).  Тогда для  0,1,..., 1m n    траектория  0 0
2 1 1:m mL R L    ( 0 0

2 2 2:m mL R L  )  

 -предельна к 0
2 1mz   ( 0

2 2mz  ) и  -предельна к 0
2 2mz   ( 0

2 3mz  ). Контур  
0 0 0 0 0 0 0

1 1 2 2 2: { } { } ... { }n nL z L z L z L        – простая замкнутая кусочно-гладкая кривая. 
Возможны два варианта. 

(А) Сепаратрисы седел  0 0 0
1 2 2, ,..., ,nz z z   отличные от  0 0

1 ,..., nL L ,  лежат по одну сторо-

ну от контура  0L ,  то есть принадлежат одной компоненте  2 0\ LR   (рис. 1). 
(Б) Сепаратрисы седел  0

kz , 1,2,...,2k n ,  отличные от  0 0
1 ,..., nL L ,  для нечетных  k  

лежат по одну сторону от контура  0L ,  а для четных  k  – по другую сторону от  0L   
(рис. 2). 

В случае  (А)  при  0 0
1 2 1     ( 0 0

1 2 1   )  контур  0L   является   -предельным ( -

предельным) множеством для траекторий. В случае  (Б)  контур  0L   не является ни   -,  
ни   -предельным множеством. 

 

 

 

 
 

Рис. 1. Контур из четырех седел и 
их сепаратрис в случае  (А) 

 

Fig. 1. Contour of four saddles and 
their separatrices in the case  (А) 

 

Рис. 2. Контур из четырех седел и 
их сепаратрис в случае  (Б) 

 

Fig. 2. Contour of four saddles and 
their separatrices in the case  (B) 

 

В обоих случаях  (А) и  (Б)  выберем  C -дуги  2: ( 1,1)i   R ,  1,2i  ,  трансвер-

сальные траекториям поля  0X ,  так, чтобы  0(0)i iL  ,  а дуги  1( 1,0)  ,  2 (0,1)   и сепа-
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ратрисы седла  0
2z ,  не содержащиеся в  0L ,  принадлежали одной компоненте  2 0\ LR . 

При значениях параметра   ,  достаточно близких к нулю, у векторного поля  
X   имеются седла  ( )kz  , 1,2,...,2k n ,  с седловым индексом ( )k   такие, что  ( ) r

kz C  , 
0(0)k kz z , 1( ) r

k C   , 0(0)k k  , 2 1( ) ( )k kz R z    (здесь 2 1 1( ) : ( )nz z   , 2 2 2( ) : ( )nz z   ). 

Так как инвариантные многообразия седел  1rC  -гладко зависят от   ,  то при   ,  
достаточно близких к нулю, седло ( )iz  ( 1( )iz   ), 1,2i  ,  имеет выходящую (входящую) 
сепаратрису  , ( )iL   ( 1, ( )iL   ),  пересекающую  ( 1,1)i   в точке ,( ( ))i iu    ( ,( ( ))i iu   ), где 

1
, ,( ), ( ) r

i iu u C     , , ,(0) (0) 0i iu u   . Тогда 2 , ,( ) : ( )m i m iL R L      ( 2 1, 1,( ) : ( )m i m iL R L     ) – 

выходящая (входящая) сепаратриса седла 2 ( )m iz   ( 2 1( )m iz   ). Обозначим 

, ,( ) : ( ) ( )i i iu u u       и потребуем, чтобы  det( (0) / ) 0i ju   .  Сделав замену парамет-

ров  1 1 2 2( ), ( )u u        и возвратившись к их прежним обозначениям, можно полагать, 

что при некотором  0 0    будем иметь  2
0 0( , )       1 1 2 2( ) , ( )u u     . 

 

 

 
 

Рис. 3. Бифуркационная диаграмма 
в случае  (А),  0

1 1  ,  0
2 1  ,  0 0

1 2 1    
 

Fig. 3. Bifurcation diagram 
in the case  (А),  0

1 1  , 0
2 1  ,  0 0

1 2 1    

Рис. 4. Бифуркационная диаграмма 
в случае  (Б),  0

1 1  ,  0
2 1  ,  0 0

1 2 1    
 

Fig. 4. Bifurcation diagram 
in the case  (B),  0

1 1  ,  0
2 1  ,  0 0

1 2 1    
 

Теорема 1. Пусть  0
1 1  ,  0

2 1  ,  0 0
1 2 1   ,  и имеет место случай  (А).  Тогда 

существует окрестность  0 0
1( ) ( ( ))V L R V L   контура  0L ,  число  0(0, )    и представ-

ление области параметров  2( , )    в виде объединения множеств  0 {(0,0)}B  , iB , iE ,  
1,2,...,7i  ,  где (рис. 3) 

2 2 2 1{ : ( )}B b    ,  2 : (0, ) (0, )b   ,  1
2

rb C  ,  2 2( 0) ( 0) 0b b    , 

2 1{ : ( )}k kB b    ,  : ( ,0) ( ,0)kb     ,  1r
kb C  ,  ( 0) ( 0) 0k kb b    ,  5,6k  , 

1 (0, ) {0}B   ,  3 {0} (0, )B   ,  4 ( ,0) {0}B    ,  7 {0} ( ,0)B    , 
со следующими свойствами: 

– Особыми точками поля  X    в  0( )V L   являются седла  ( )kz  ,  1,...,2k n ,  и 
только они; 

– При  2 3 3 4 4 5 6E B E B E B B          поле  X    имеет в  0( )V L   единственную 
замкнутую траекторию  ( ) ,  являющуюся двойным циклом, если  6B  ,  и неустой-
чивым циклом в остальных случаях. При  5    поле  X    имеет в  0( )V L   две замкну-
тые траектории, неустойчивый цикл  1( )   и устойчивый цикл  2 ( ) .  При всех ос-
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тальных  2( , )      замкнутых траекторий в  0( )V L   нет; 
– Сепаратрисы  , ( )mL     и  1, ( )mL     при нечетных (четных)  m   не выходят из  

0( )V L   и совпадают, если  3 7B B     ( 1 4B B   ).  Сепаратрисы  , ( )mL     и  2, ( )mL     

при нечетных (четных)  m   не выходят из  0( )V L   и совпадают, образуя вместе с сед-
лами неустойчивый (устойчивый) контур, если  2B    ( 5B  ); 

– Сепаратриса , ( )mL    при нечетных  m  выходит из 0( )V L , если  2 3 7B B B    ; 
– Сепаратриса  , ( )mL     при четных  m    -предельна к циклу  ( )   ( 2 ( ) ),  ес-

ли  6B    ( 5  ),  и выходит из  0( )V L ,  если  1 4 5 6 5B B B B E      . 
– Сепаратриса  , ( )mL     при нечетных (четных)  m   не выходит из  0( )V L   и   -

предельна к  1( ) ,  если  2 3 3E B E      ( 3 4 4E B E    ),  и выходит из  0( )V L ,  если  

1 4 5 5 6 6 7 7E E B E B E B E           ( 1 1 2 2 5 6 6 7B E B E E B E E         ); 
– Сепаратрисы седел  ( )mz  ,  1,2,...,2m n ,  отличные от  , ( )mL     и  , ( )mL   ,  

выходят из  0( )V L   при всех  2( , )    . 
 

Доказательство. Обозначим  : \ {(0,0)}D D  ,  : (0,1) / 2D  R Z .  Пусть  ( , )   – 

полярные координаты в  D ,  ( , )k k    полярные координаты точки  0
kz ,  kD  – область в 

D   с полярными координатами  0 1  ,  / /k kn n        ,  1,2,...,2k n .  Пусть 

:p D D    – отображение, ставящее в соответствие точке  1 2( , )z z z   с полярными ко-

ординатами  ( , )    точку  ( , mod 2 )n   .  Так как  z D    1( ) ( )p R z p z ,  то в  D   оп-

ределены векторные поля  X 
 ,  заданные равенством  ( ) : ( )X z X z     для  ( )z p z .  Так 

как ограничение  p   на область  kD   является  C -диффеоморфизмом на образ, то  X 
   

имеет седла  ( ) ( ( ))m kz p z  ,  1,2m  ,  (mod 2)k m ,  с седловыми индексами  ( )m    и  

входящими (выходящими) сепаратрисами  , ,( ) ( ( ))m kL p L     ( , ,( ) ( ( ))m kL p L   ).  Мы 

можем считать, что дуги  ( 1,1)i  ,  1,2i  ,  содержатся в области  1D .  Тогда сепаратри-

сы  1, ( )L     и  2, ( )L     ( 2, ( )L     и  1, ( )L   )  пересекают дугу  1( ( 1,1))p     ( 2( ( 1,1))p   )  в 

точке  1 1,( ( ( )))p u     ( 2 2,( ( ( )))p u   ).  Поле  0X   имеет устойчивый контур  0L   из седел  

1 2(0), (0)z z    и соединяющих их сепаратрис  1, 2,(0) (0)L L    и  2, 1,(0) (0)L L   .  Согласно 

[8] (а также [9, с. 109]) для семейства  X 
   существуют цилиндрическая окрестность  

0( )V L   контура  0L ,  число  0(0, )    такие, что для семейства векторных полей  X 
 ,  

2( , )    ,  в  0( )V L  справедливы все утверждения теоремы 1 в случае  1n  . 

При  6B    поле  X 
   имеет в  0( )V L   единственную замкнутую траекторию – 

двойной цикл  ( ) .  Множество  1( ( ))p     состоит из замкнутых траекторий поля  X  .  

Поэтому в  0 1 0( ) : ( ( ))V L p V L    есть хотя бы одна замкнутая траектория поля  X  .  Пред-

положим, что в  0( )V L   содержится две траектории – ( )   и  ( ) .  Они обе пересе-
кают трансверсаль  1( 1,1)    соответственно в точках  a   и  a .  Множества  ( ( ))p    и  

( ( ))p    являются замкнутыми траекториями и потому совпадают с  ( ) .  Так как  

1 1( 1,1) D   ,  то  ( )p a   и  ( )p a  – разные точки пересечения замкнутой траектории  

( )   с трансверсалью  1( 1,1)p   ,  что невозможно. Поэтому сделанное предположе-

ние неверно, то есть в  0( )V L   имеется единственная замкнутая траектория поля  X   – 
1( ) ( ( ))p    .  Пусть  ( )   пересекает дугу  1( ( 1,1))p     в точке  1 0( ( ))p u .  Для  u ,  

достаточно близких к  0u ,  определено отображение последования 1 1( ( )) ( ( ( )))p u p f u    

по траекториям поля X 
 , где 0 0( )f u u , 0( ) 1f u  , 0( ) 0f u  . Тогда  
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1 1 1( ( )) ( ( ( )))k kR u R f u 
 ,  kN , – отображение соответствия по траекториям поля  X   

между дугами  1( ( 1,1))kR     и  1 1( ( 1,1))kR   ,  а  1 1( ) ( ( ))u f u  ,  где  
n

f f f f     , – 

отображение последования по траекториям поля X  . Поскольку 0 0( )f u u , 

0 0( ) ( ( )) 1nf u f u   ,  0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0f u nf u f u nf u        ,  то  ( )  – двойной цикл. 

Аналогично получаем, что поле X   имеет в 0( )V L  при 

2 3 3 4 4 5E B E B E B         единственную замкнутую траекторию – грубый неустой-
чивый цикл, а при  5    две замкнутые траектории – грубый неустойчивый цикл и 
грубый устойчивый цикл. 

Совпадение сепаратрис , ( )mL    и 1, ( )mL    при нечетных (четных) m  для 

3 7B B     ( 1 4B B   )  следует из равенства  1 1( )u     ( 2 2( )u   ).  Если  2B    

( 5B  ),  то сепаратрисы  1, ( )L     и  1, ( )L     ( 2, ( )L     и  2, ( )L   )  совпадают, что равно-

сильно равенству  1 2( )f   .  Но это равенство означает и совпадение при нечетных 
(четных)  m   сепаратрис  , ( )mL     и  2, ( )mL   .  Поведение сепаратрис  , ( )kL     и  , ( )kL    

при остальных   – следствие соответствующего поведения сепаратрис , ( )iL    и  , ( )iL   . 
 

Теорема 2. Пусть  0
1 1  ,  0

2 1  ,  0 0
1 2 1   ,  и имеет место случай  (Б).  Тогда 

существует окрестность  0 0
1( ) ( ( ))V L R V L   контура  0L ,  число  0   и представле-

ние области параметров  2( , )    в виде объединения множеств  iB ,  0,1,...,7i  ,  jE ,  

1,2,...,5j  ,  где (рис. 4) 

0 {(0,0)}B  ,  2 1{ : ( )}l lB b    ,  : (0, ) (0, )lb   ,  1r
lb C  ,  ( 0) ( 0) 0l lb b    ,  

2,3,4l  ,  1
1 (0, ) {0}B   ,  1

5 {0} (0, )B   ,  1
k

i k iB B
  ,  2 1{ : ( )}k k

i iB b    ,  

: (0, ) (0, )k
ib   ,  1k r

ib C  ,  ( 0) ( ) ( 0) 0k k
i ib b     ,  1,5i  ,  2,3,...k  ,  1 1 2 1( ) ( )kb b  ,  

5 1 4 1( ) ( )kb b  ,  6 ( ,0) {0}B    ,  7 {0} ( ,0)B    ,  1 1 1
k

kE E
  ,  5 1 5

k
kE E
  , 

со следующими свойствами: 
– Особыми точками поля  X    в  0( )V L   являются седла  ( )kz  ,  1,...,2k n ,  и 

только они; 
– При  2 3 3B E B      поле  X    имеет в  0( )V L   единственную замкнутую тра-

екторию  1( ) ,  являющуюся двойным циклом, если  2B  ,  и неустойчивым циклом, 
если 3 3E B   .  При  2    поле  X    имеет в  0( )V L   две замкнутые траектории, не-
устойчивый цикл  1( )   и устойчивый цикл  2 ( ) .  При всех остальных  2( , )      
замкнутых траекторий в  0( )V L   нет; 

– Если  7B    ( 6B  ),  то при нечетных (четных)  m   сепаратрисы  , ( )mL     и 

1, ( )mL     не выходят из  0( )V L   и совпадают. Если  5
sB    ( 1

sB  ),  то при нечетных 

(четных)  m   сепаратрисы  , ( )mL     и  2 1, ( )m sL      не выходят из  0( )V L   и совпадают; 
– Сепаратрисы  , ( )mL     и  2, ( )mL     при нечетных (четных)  m   не выходят из 

0( )V L   и совпадают, образуя вместе с седлами неустойчивый (устойчивый) контур 

1( )   ( 2 ( ) ),  если  4B    ( 3B  ); 
– Сепаратриса , ( )mL    при нечетных m  выходит из 0( )V L , если  

0 4 5 7B B B B     ; 
– Сепаратриса  , ( )mL     при четных  m    -предельна к  1( )   ( 2 ( ) ),  если  

2B    ( 2  ),  и выходит из  0( )V L ,  если  0 1 2 2 3 6B B B E B B       ; 
– Сепаратриса  , ( )mL     при нечетных (четных)  m   не выходит из  0( )V L   и   -
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предельна к  1( ) ,  если  2 2 3 3B E B E       ( 3 4E B   )  и выходит из  0( )V L ,  если  

0 1 2 2 3 3 4 6B B B E B E B B           ( 0 3 3 4 5 7B B E B B B       ); 
– Сепаратрисы седел  ( )mz  ,  1,2,...,2m n ,  отличные от  , ( )mL     и  , ( )mL   ,  

выходят из  0( )V L   при всех  2( , )    . 
 

Доказательство. При  1n    утверждение теоремы доказано в [10]. Случай  1n    
сводится к случаю   1n   аналогично доказательству теоремы 1. 

 

 

  
Рис. 5. Бифуркационная диаграмма 

в случае  (А),  0
1 1  ,  0

2 1   
 

Fig. 5. Bifurcation diagram 
in the case  (А),  0

1 1  ,  0
2 1   

Рис. 6. Бифуркационная диаграмма 
в случае  (Б),  0

1 1  ,  0
2 1   

 

Fig. 6. Bifurcation diagram 
in the case  (B),  0

1 1  ,  0
2 1   

 

Теорема 3. Пусть  0
1 1  , 0

2 1  ,  и имеет место случай  (А).  Тогда существует 

окрестность  0 0
1( ) ( ( ))V L R V L   контура  0L , число 0  и представление области пара-

метров 2( , )   в виде объединения множеств 0 {(0,0)}B  , iB , iE , 1,2,...,5i  , где (рис. 5) 

2 2 2 1{ : ( )}B b    ,  2 : (0, ) (0, )b   ,  1
2

rb C  ,  2 2( 0) ( 0) 0b b    , 

5 1 5 2{ : ( )}B b    ,  5 : ( ,0) ( ,0)b     ,  1
5

rb C  ,  5 5( 0) ( 0) 0b b    , 

1 (0, ) {0}B   ,  3 {0} (0, )B   ,  4 ( ,0) {0}B    ,  6 {0} ( ,0)B    , 
со следующими свойствами: 

– Особыми точками поля  X    в  0( )V L   являются седла  ( )kz  ,  1,...,2k n ,  и 
только они; 

– Поле  X    имеет в  0( )V L   единственный (устойчивый) предельный цикл, если  

5 6 6 1 1E B E B E      , и не имеет замкнутых траекторий при остальных 2( , )    ; 
– Сепаратрисы  , ( )mL     и  1, ( )mL     при нечетных (четных)  m   не выходят из 

0( )V L   и совпадают, если  2 5B B     ( 3 6B B   ).  Сепаратрисы  , ( )mL     и  2, ( )mL     

при нечетных (четных)  m   не выходят из  0( )V L   и совпадают, образуя вместе с сед-
лами устойчивый контур, если  1B    ( 4B  ); 

– Сепаратрисы  , ( )mL     при нечетных (четных)  m   не выходят из  0( )V L   и   -

предельны к циклу, если  5 6 6E B E      ( 4 5 5E B E    ),  и выходят из  0( )V L ,  если 

1 2 3 3 4 4E E B E B E         ( 1 1 2 2 3 6B E B E E E       ); 
– Сепаратрисы  , ( )mL     выходят из  0( )V L   при всех  6

1i iB  ; 
– Сепаратрисы седел  ( )mz  ,  1,2,...,2m n ,  отличные от  , ( )mL     и  , ( )mL   ,  
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выходят из  0( )V L   при всех  2( , )    . 
 

Теорема 4. Пусть  0
1 1  ,  0

2 1  ,  и имеет место случай  (Б).  Тогда существу-

ет окрестность  0 0
1( ) ( ( ))V L R V L   контура  0L ,  число  0   и представление области 

параметров  2( , )    в виде объединения множеств  0 {(0,0)}B  ,  iB ,  1,2,...,5i  ,  jE ,  

1,2,3,4j  ,  где (рис. 6) 

0 {(0,0)}B  ,  2 2 2 1{ : ( )}B b    ,  3 1 3 2{ : ( )}B b    ,  : (0, ) (0, )lb   ,  1r
lb C  , 

( 0) ( 0) 0l lb b    ,  2,3l  ,  1
1 (0, ) {0}B   ,  1

4 {0} (0, )B   ,  1 1 1
s

sB B
  ,  

4 1 4
s

sB B
  ,  1 2 1 1{ : ( )}k kB b    ,  4 1 1 2{ : ( )}k kB b    ,  : (0, ) (0, )k

ib   ,  1k r
ib C  , 

( 0) ( ) ( 0) 0k k
i ib b     ,  1,4i  ,  2,3,...k  ,  1 1 2 1( ) ( )kb b  ,  5 1 4 1( ) ( )kb b  , 

5 ( ,0) {0}B    ,  6 {0} ( ,0)B    ,  1 1 1
k

kE E
  ,  3 1 3

k
kE E
  , 

со следующими свойствами: 
– Особыми точками поля  X    в  0( )V L   являются седла  ( )kz  ,  1,...,2k n ,  и 

только они; 
– При  2E    поле  X    имеет в  0( )V L   единственную замкнутую траекторию  

( )  – устойчивый цикл. При всех остальных  2( , )      замкнутых траекторий в  
0( )V L   нет; 

– Сепаратрисы  , ( )mL     и  1, ( )mL     при нечетных (четных)  m   не выходят из  
0( )V L   и совпадают, если  4 6B B     ( 1 5B B   ).  Сепаратрисы  , ( )mL     и  2, ( )mL     

при нечетных (четных)  m   не выходят из  0( )V L   и совпадают, образуя вместе с сед-
лами  ( )kz    с нечетными (четными) номерами  k   устойчивый контур  1( )   ( 2 ( ) ),  
если  2B    ( 3B  ); 

– Сепаратрисы  , ( )mL     при нечетных (четных) m    -предельны к циклу  ( ) , 

если  2E  ,  к контуру  2 ( )  ( 1( ) ),  если  3B    ( 2B  ),  и выходит из  0( )V L ,  если  

1 5 1 3 4B B E E E        ( 1 5 1 3 4B B E E E      ); 
– Сепаратрисы  , ( )mL     при нечетных (четных)  m   выходят из  0( )V L ,  если 

3 4 6 1 2 3 4B B B E E E E          ( 1 2 5 1 2 3 4B B B E E E E        ); 
– Сепаратрисы седел  ( )mz  ,  1,2,...,2m n ,  отличные от  , ( )mL     и  , ( )mL   ,  

выходят из  0( )V L   при всех  2( , )    . 
 

Доказательство теорем 3 и 4 аналогично доказательству теорем 1 и 2. 
 

Замечание. Случай  0 0
1 21, 1   ,  0 0

1 2 1     и случай  0 0
1 21, 1     сводятся к 

случаям, рассмотренным в теоремах 1–4, переходом к семейству противоположных 
векторных полей  { }X    и перенумерацией особых точек. 
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