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Введение 
 

В 1968 году была рассмотрена математическая модель, основанная на бимолеку-
лярной реакции [1]. Соответствующая система нелинейных дифференциальных урав-
нений относительно концентраций получила название кинетические уравнения [2]. При 
этом нелинейность представлена многочленами третьей степени в правых частях. 

В это же время советским (российским) ученым Е.Е. Сельковым была предло-
жена нелинейная модель, описывающая фосфофруктокиназную фазу гликолитической 
реакции [3], получившая название по фамилии автора, модель Селькова. Аналогичные 
модели, расширяющие спектр действия модели и поэтому названные «модели Слинько, 
Чумакова-Слинько», получили свое развитие в работах [4–6]. Например, в работе [7] 
дано качественное исследование системы Чумакова-Слинько, адекватно описывающей 
химические процессы в реакции окисления молекулярного водорода на поверхностях 
металлических катализаторов*. Модель Селькова получила также свое расширение на 
стохастический случай [8]. 

Несмотря на достаточную временную историю, в данной нелинейной модели ос-
                                                 

* Отметим одну из недавних работ в Journal of Differential Equations. 2019. Vol. 266, Iss. 11. 
P. 7638–7657, где представлено доказательство гипотезы Артеса–Льибре–Вальса о единственности 
предельных циклов для системы Хиггинса–Селкова и системы Селкова. При этом используется теорема 
о несуществовании предельных циклов системы Лиенара. 
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тались некоторые вопросы, требующие своего разрешения, особенно в математическом 
плане. В частности, не рассмотрено поведение решений системы в так называемом кру-
ге Пуанкаре. Данная работа и посвящена этому вопросу. 

 

Основные результаты 
 

Рассмотрим систему** 
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Определитель матрицы линейного приближения системы (2) равен 
 )()0,0( cfk  . (3) 

Дивергенция векторного поля системы (2) в точке  )0,0(O   равна 
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Рассмотрим случай, когда величины (3) и (4) положительны. Для определенно-
сти положим выполненными неравенства  .0,0  kcf   Неравенство  0)0,0(    
при выполнении условия  0 cf   равносильно неравенству 

 02)2( 22  bcaccfbcf . (5) 

Пусть  ,0f   тогда в силу неравенства  0 cf   выполняется условие  .0c   
Потребуем, чтобы точка  A   была расположена в первом квадранте. Тогда по необхо-
димости будет выполнено неравенство  .0 ab   Таким образом, неравенство (5) вы-
полняется при условии 
 21 fff  , (6) 
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Условие  0 cf   достаточно для выполнения неравенства 
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Действительно, неравенство (7) равносильно неравенству  

                                                 
** Заметим, что система с меньшим числом параметров рассмотрена в работе Ушхо А.Д., 

Дегтярев Д.Ю. Об автоколебаниях в кинетической модели гликолиза Селькова // Труды ФОРА. 2022. 
№ 27. С. 29–34. 
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   правая часть которого является отрицательным числом. 

Тем самым доказана 
 

Теорема 1. Если  ,0)(,0,0,0  dakabfcf   то единственное 

состояние равновесия  










cf

ab
A ,1   системы (1), расположенное в ограниченной части 

фазовой плоскости, является простым неустойчивым топологическим узлом. 
 

Замечание 1. По терминологии [9] простым топологическим узлом называется 
простое состояние равновесия типа «узел» или «фокус». 

 

Далее исследуем поведение траекторий системы (1) в бесконечно удаленных 
частях фазовой плоскости. 

Преобразование Пуанкаре [9, 10]  
1
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    переводит систему (1) в систему: 
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Состояниями равновесия системы (8) при  0z   являются точки:  
)0(1  zuW  – сложное состояние равновесия с отличной от нуля дивергенцией,  

)0,1(2  zuW  – простое состояние равновесия. Для определения типа состояния 
равновесия  )0(1  zuW   вначале перепишем систему (8), вводя новый масштаб вре-
мени по формуле  cdtd  : 
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С помощью преобразования  ,  u z z u    приведем систему (9) к виду: 
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Решение уравнения 0),(2  zuQz  можно представить в виде ряда 
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Из (11) согласно теореме 65 [10] следует, что точка  )0(1  zuW  – топологиче-
ское седло, если  0kc ,  и топологический узел, если  0kc . 

 

Замечание 2. Топологический узел  1W   будем называть сложным топологиче-
ским узлом в отличие от простого топологического узла (см. замечание 1). 

 

Чтобы установить тип состояния равновесия  )0,1(2  zuW ,  совершим в сис-

теме (8) параллельный перенос  
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где  ),(),,( 22 zuGzuF  – многочлены второй степени, не содержащие свободных и ли-
нейных членов. 

Из (12) следует, что )0,1(2  zuW  – простой устойчивый (неустойчивый) 
узел, если  ).0(0  cc  

 

Теорема 2. Для системы вида (8), если  )0,0(0,0  kckc ,  то точка 
)0(1  zuW  – сложный топологический узел, а )0,1(2  zuW  – простой неустой-

чивый (устойчивый) узел, если  )0,0(0,0  kckc ,  то точка  )0(1  zuW  – 
топологическое седло, а  )0,1(2  zuW  – простой устойчивый (неустойчивый) узел. 

Второе преобразование Пуанкаре [9, 10]  
1
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системе: 
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Состояние равновесия  )0(3  zvW   системы (13) сложное, причем правые час-

ти этой системы не содержат линейных членов. Направления, в которых траектории 
системы (13) стремятся к точке  )0(3  zvW ,  удовлетворяют уравнению [11]: 

 0)( 22  fzcvz . (14) 
Очевидно, уравнение (14) не имеет вещественных корней, отличных от  0z ,  
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f
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Следуя работе [11], изучим поведение траекторий системы (13) в окрестности 
точки  3W   при выполнении условий: 
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Покажем, что в направлении  0z   в точку  3W   входят только две траектории. 

Составим функцию 
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Из (16) следует неравенство 
 (0,0) 1 0.u      (17) 

В силу работы [11] с учетом неравенства (17) делаем вывод, что в точку  3W   

входит в точности одна положительная полутраектория и выходит из нее в точности 
одна отрицательная полутраектория. Указанные полутраектории совпадают с прямой  

0z   для   ),,( v  – сколь угодно малое положительное число. 

Из условий (15) с учетом теорем 1 и 2 следует, что точки:  










cf

ab
A ,1  – простой 

неустойчивый топологический узел,  1W  – топологическое седло,  2W  – простой неустой-

чивый узел. Следовательно, индекс Пуанкаре состояния равновесия  3W   равен нулю [12]. 

Воспользуемся формулой Бендиксона [10]  
2

1
he

I


 ,  где  )(he  – число эл-

липтических (гиперболических) секторов, примыкающих к состоянию равновесия. При  
0I   имеем равенство 

  2.h e   (18) 
Во избежание громоздких аналитических вычислений, связанных с методом 

Фроммера [11], воспользуемся геометрическим способом доказательства отсутствия 
эллиптических секторов в окрестности точки  3W . 

Изобразим расположение главных изоклин системы (1) в круге Пуанкаре (рис. 1). 
 

 

Рис. 1. Расположение главных изоклин системы (1) в круге Пуанкаре  










c

f  

Fig. 1. Main isoclines of the system (1) in the Poincare disk model  










c

f  

Введем следующие обозначения односвязных областей, на которые разбит круг 
Пуанкаре главными изоклинами. 

1G  – область, ограниченная дугой  31 WW    окружности круга Пуанкаре и кривой  
1l ; 

2G  – область, ограниченная кривыми  0
11 lиl ; 

3G  – область, ограниченная дугой  31 WW    окружности круга Пуанкаре и кривы-

ми  0
2

0
1 , ll ; 

4G  – область, ограниченная кривыми  0
22 lиl ; 
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5G  – область, ограниченная дугой  31 WW    окружности круга Пуанкаре, кривой  

2l ,  дугами  13 AWиAW   кривых  0

33 lиl   соответственно; 

6G  – область, ограниченная дугой  3AW   кривой  
3l   и дугой  3AW   кривой  0

3l ; 

7G  – область, ограниченная дугой  1AW   кривой  
3l   и дугой  1AW   кривой  0

3l ; 

8G  – область, ограниченная дугой  31WW ,  дугой  3AW   кривой  0
3l   и дугой  1AW   

кривой  
3l . 

Символом  3,1),(0  ill ii   обозначена ветвь изоклины нуля (бесконечности) сис-
темы (1). 

Для дальнейшего анализа укажем знаки производных  
dt

dy
и

dt

dx
  в областях  

)8,1( iGi . 
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Из рисунка 1 видно, что гиперболический сектор может примыкать к состоянию 
равновесия  3W   в двух случаях: а) располагаясь в первом квадранте и пересекая дугу  

3AW   изоклины бесконечности  
3l   и дугу  3AW   изоклины нуля  0

3l ;  б) располагаясь в 

четвертом квадранте справа от изоклины бесконечности  
2l . 

Впрочем, случай б) объясняется тем, что траектория, исходящая из точки  2W ,  

не может пересечь изоклину бесконечности  
2l . 

Так как число гиперболических секторов, примыкающих к состоянию равнове-
сия  3W ,  равно двум, то согласно (18) эллиптических секторов нет в окрестности  3W . 

Таким образом, справедлива 
 

Теорема 3. Если коэффициенты системы (1) удовлетворяют условиям (15), то 
эта система имеет на экваторе сферы Пуанкаре три состояния равновесия:  

)0(1  zuW  – топологическое седло,  )0,1(2  zuW  – простой неустойчивый 

узел,  )0(3  zvW  – сложное состояние равновесия, к которому примыкают два ги-

перболических сектора при отсутствии эллиптических секторов, а в ограниченной 

части фазовой плоскости – единственное состояние равновесия  










cf

ab
A ,1  – про-

стой неустойчивый топологический узел, окруженный хотя бы одним устойчивым 
предельным циклом. 

 

Фазовый портрет системы изображен на рисунке 2. 
 

Пример 1. Система дифференциальных уравнений 














yxyx
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удовлетворяет условиям теоремы 3 и имеет неустойчивый топологический узел  









3

4
,1A ,  окруженный хотя бы одним устойчивым предельным циклом. 



ISSN 2410-3225 Ежеквартальный рецензируемый, реферируемый научный журнал «Вестник АГУ». Вып. 2 (321) 2023 

25 

 

 
 

Рис. 2. Фазовый портрет системы (1) в условиях теоремы 3 
 

Fig. 2. The phase portrait of the system (1) in the case of theorem 3 
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