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Аннотация. Рассматривается двухпараметрическое семейство кусочно-гладких раз-

рывных векторных полей на плоскости. При нулевых значениях параметров предполагается, 
что векторное поле имеет особую точку на линии разрыва типа сшитый седло-узел, выходя-
щая сепаратриса которой разветвляется и идет в сшитый седло-узел, образуя две петли. В 
случае общего положения получено разбиение окрестности нуля на плоскости параметров по 
числу и типу замкнутых траекторий, рождающихся из указанных петель. 
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Введение. Пусть M  – компактное двумерное C -подмногообразие плоскости 

2R , D  – разбиение M  на компактные двумерные C -подмногообразия iM , 

{1,..., }i n , такое, что  1 ... nM M M   , i j i jM M M M     при , {1,.., }i j n , i j . 

Обозначим S  множество всех точек i jx M M   при некоторых , {1,.., },i j n i j  . 

Пусть ( )r
iM  – банахово пространство векторных полей класса rC  ( 1)r   на iM  с 

rC -нормой. Кусочно-гладким векторным полем на M , задаваемым векторными поля-
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ми  ( ) ( )i r
iX M , {1,..., }i n , назовем класс всех векторных полей 2:X M  R  таких, 

что ( )( ) ( )iX x X x  в точках \ix M S , {1,..., }i n . Отождествим его с элементом 
(1) ( )( ,..., )nX X X  банахова пространства 1( , ) : ( ) ... ( )r r r

nM D M M     .  Под тра-

екториями поля ( , )rX M D , следуя [1, с. 95], будем понимать траектории диффе-

ренциального включения  xXx ˆ , x M , где      xXxX iˆ , если \ix M S  и 

            1,0,1ˆ  sxXsxsXxX ii ,  если  i jx M M    . 

Исследованию бифуркаций кусочно-гладких векторных полей на плоскости по-
священо большое число работ. С практической точки зрения наибольший интерес 
представляет изучение бифуркаций, при которых рождаются устойчивые замкнутые 
траектории. В [1] приведено описание бифуркации особых точек первой степени не-
грубости. Различные локальные бифуркации в типичных семействах кусочно-гладких 
векторных полей на плоскости с числом параметров 2  исследовались в работах [2–6]. 

Бифуркации сепаратрисных контуров в типичных однопараметрических семей-
ствах были описаны в [3, 7]. Ряд нелокальных бифуркаций в типичных двухпараметри-
ческих семействах был рассмотрен в [8–12]. 

В настоящей работе мы исследуем бифуркации кусочно-гладкого векторного по-
ля, имеющего полицикл, состоящий из двух петель, образованных выходящей сепарат-
рисой особой точки на линии переключения поля типа сшитый седло-узел, проходящей 
через грубую особую точку на линии переключения, в которой она разветвляется на две 
полутраектории,  -предельные к сшитому седло-узлу. Рассматриваемые векторные по-
ля образуют подмногообразие коразмерности два в ( , )r M D . Поэтому их бифуркации 
естественно изучать в двухпараметрических семействах «общего положения». 

 

1. Особые точки «сшитый седло-узел» и «развилка». Рассмотрим векторное 
поле (1) ( )

0 0 0( ,..., ) ( , )n rX X X M D  . Предположим, что точка 0
1O  принадлежит 

1 :
j j

S M M     при некоторых , {1,..., }j j n   , j j  ; ( ) 0
0 1( ) 0jX O



 ; линейный опе-

ратор  ( ) 0
0 1( )jdX O



  имеет собственные значения  0 0
1 2 0   ,  а его собственные под-

пространства трансверсальны касательной к  1S   в точке  0
1O ;  вектор  ( ) 0

0 1( )jX O


  на-

правлен внутрь  
j

M  . Такая точка называется сжимающим сшитым седло-узлом. Тра-

ектории поля  0X   в окрестности точки  0
1O   изображены на рисунке 1. 

Пусть точка  0
2O   принадлежит 2 :

k k
S M M    при некоторых , {1,..., }k k n   , 

k k  . Выберем C -координаты 1 2,z z  в окрестности 2V  точки 0
2O , в которых эта 

точка имеет нулевые координаты, 2k
M V   (соотв. 2k

M V  ) задается неравенством 

1 0z   (соотв. 2 0z  ), ( )
0 1 1 2 1 2 1 2 2( ) ( , ) / ( , ) /kX z P z z z P z z z

        . Если 

1 2 1(0,0) (0,0) / 0P P z    , 2 (0,0) 0P  ,  то  0
2O  – грубая особая точка типа 2а в термино-

логии из [1]. Нам будет удобно называть ее сходящейся (расходящейся) развилкой при 

2 (0,0) 0P    ( 2 (0,0) 0P  ).  Траектории поля 0X  в окрестности расходящейся развилки 
0
2O  изображены на рисунке 1. 

 

2. Условия и результаты. Рассмотрим семейство полей  
(1) ( )( ,..., ) ( , )n rX X X M D      ( 2)r  , зависящих от параметра  , меняющегося в не-

которой окрестности 0  точки 20R .  Будем считать, что векторы ( ) ( )jX z   rC -гладко 
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зависят от 0( , ) jz M   , {1,..., }j n .  Продолжим векторные поля ( )jX  , {1,..., }j n , 

до векторных полей  ( )jX    на некоторой окрестности  jM   в  2R   так, чтобы отображе-

ния ( )( , ) ( )jz X z    принадлежали классу  rC . 

Предположим, что для поля 0X  выполняются следующие условия (рис. 1). 

(У1)  Поле 0X  имеет  особые точки: сжимающий сшитый седло-узел  
0
1 1 :

j j
O S M M     и расходящуюся развилку 0

2 2 :
k k

O S M M    .  Из точки 0
2O  вы-

ходит единственная отрицательная полутраектория  L   поля 0X ,  при этом она кон-

чается в точке 0
1O  и не содержит особых точек, отличных от 0

1O  и 0
2O . Из точки 0

2O  

выходит положительная полутраектория 1L  (соотв. 2L ), начинающаяся как полутра-

ектории поля  ( )
0

kX


  (соотв. ( )
0

kX


), не содержащая отличных от 0
2O  особых точек и 

точек линейных особенностей и  -предельная к 0
1O  по направлению, соответствую-

щему собственному  значению 0
2  оператора  ( ) 0

0 1( )jdX O


. 

При выполнении условий  (У1)  
0 :i iL L      ( 1,2i  ) – простые замкнутые кривые. 

В окрестности 1V  точки 0
1O  выберем C -координаты 1 2( , )y y  так, чтобы точка 

0
1O  имела нулевые координаты, 1j

M V   ( 1j
M V  ) задавалось неравенством 1 0y   

( 2 0y  ), 
( )

1 2 11 1 2 1 12 1 2 2( , ) ( , , ) / ( , , ) /jX y y P y y y P y y y  
        . 

Тогда 11 12(0,0,0) (0,0,0) 0P P   , 12 (0,0,0) 0P  . Так как 
0 0

1 1 2det( (0,0,0) / ) 0i jP y      , то по теореме о неявной функции найдутся такие окре-

стность нуля 1 0    и число 1 0  , что 1   система уравнений 11 1 2( , , ) 0P y y   , 

12 1 2( , , ) 0P y y    имеет относительно 2
1 2 1 1( , ) ( , )y y     единственное решение 

1 1( )y Y  , 2 2 ( )y Y  ,  при этом  ( ) r
iY C  , (0) 0iY  , 1,2i  . 

Без ограничения общности можно считать, что координаты  1 2,z z   в окрестности 

2V   точки  0
2O   выбраны так, что  ( )

1 2 21 1 2 1 22 1 2 2( , ) ( , , ) / ( , , ) /kX z z P z z z P z z z  
        ,  где 

21 22 22 1 22(0,0,0) 0, (0,0,0) 0, (0,0,0) / 0, (0,0,0) 0P P P z P         . 

По теореме о неявной функции найдутся такие число 2 0   и окрестность нуля 
2 1   , что 2   уравнение 22 1( ,0, ) 0P z    имеет относительно 1 2 2( , )z     един-

ственное решение 1 1( )z Z  , при этом 

1( ) rZ C  , 1(0) 0Z  , 21 1( ( ),0, ) 0P Z    , 22 1 1( ( ),0, ) / 0P Z z    , 22 1( ( ),0, ) 0P Z    .    (1) 

Так как отрицательная полутраектория L  поля 0X , выходящая из точки 0
2 2O S  

с координатой 1 1(0)z Z , трансверсально пересекает линию 1S  в точке 0
1O  с координа-

той 1 0y   и не имеет особенностей кроме этих точек, то, учитывая (1), получаем, что 
2  можно выбрать так, что при 2   отрицательная полутраектория L

  поля X  , вы-

ходящая из точки 2 2( )O S   с координатой 1 1( )z Z  , трансверсально пересекает ли-

нию 1S  в точке с координатой  1 ( )y Y   ,  где  ( ) rY C  ,  (0) 0Y  . 

Условие 
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(У2)  Производные  2 (0)Y    и  (0)Y    линейно независимы 

не зависит от произвола в выборе координат 1 2( , )y y , 1 2( , )z z  и векторных полей ( )jX 



. 

При условии (У2) в некоторой окрестности нуля 2    можно выбрать коор-
динаты 1 2( , )   так, что 2 1( )Y    ,  2( )Y   .  Отождествим точку    с ее коорди-

натной строкой 1 2( , )  .  Пусть 2( , )      . 
 

Теорема. Если семейство векторных полей ( , )rX M D  , 0  , удовлетво-

ряет условиям (У1) и (У2), то существуют такие число 0   и разбиение области па-
раметров (0, ) ( , )     на множества 2 1{ : ( )}i iB      , 1,2,3i  ,  

1 2 1 1{ : ( )}E         , 2 1 1 2 2 1{ : ( ) ( )}E         , 3 2 1 2 3 1{ : ( ) ( )}E         , 

4 3 1 2{ : ( ) }E        , где  : (0, ) ( , )i     , r
i C  , ( 0) 0i   , 

1 (0, )   1 1 2 1 3 1( ) ( ) ( )       , что у векторного поля X  ,  (0, ) ( , )      , име-

ются следующие замкнутые траектории, рождающиеся из петель 0
1  и 0

2 : при 1B   

двойной цикл 1( ) , 0
1 10

lt ( )





   , при 2 2 3 3 4E B E B E       устойчивая гипербо-

лическая замкнутая траектория 1 ( )s  , 0
1 1

0
lt ( )s





   ; при 2E    ( 2B  ) неустойчи-

вая гиперболическая замкнутая траектория (неустойчивая замкнутая траектория, 
проходящая через 2 ( )O  ) 1 ( )u  , 0

1 1
0

lt ( )u





   ; при 1 1 2 2 3E B E B E       ( 3B  ) – 

устойчивая гиперболическая замкнутая траектория (замкнутая траектория, прохо-
дящая через 2 ( )O  , устойчивая справа и неустойчивая слева) 2 ( ) , 0

2 2
0

lt ( )




   . 

При ( ,0] ( , )        замкнутых траекторий, рождающихся из  0
1  и 0

2 ,  нет. 

Если существует последовательность m , mN , замкнутых траекторий 

векторных полей 
m

X


, не содержащих дуг линии 2S , для которой 0m  , 0
1lt m

m
    

или 0
2lt m

m
   , то найдется такой номер 0m ,  что при 0m m   m   совпадает с од-

ной из перечисленных выше траекторий. 
 

Доказательство теоремы приведено в п. 3–5. 
 

 

  
Рис. 1. Траектории векторного поля 0X  

 

Fig. 1. The trajectories of the vector field 0X  

Рис. 2. Бифуркационная диаграмма 
 

Fig. 2. The bifurcation diagram 
 

3. Функции соответствия по траекториям. Мы можем считать окрестность   
столь малой, что для любого    матрица 1 1 2( ( ( ), ( ), ) / )i jP Y Y y     имеет собствен-

ные значения 1 2( ) ( ) 0     , причем 1( ) r
i C   , 0(0)i i  , 1,2i  , и собственный 
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вектор ( ( ),1)q  , 1( ) rq C   , соответствующий собственному значению 2 ( )  . В окрест-

ности 1V  перейдем к координатам 1 1 2 2( ) ( )( ( ))x y Y q y Y      , 

2 2 2 1( )y y Y y     . В этих координатах 1S  задается уравнением 1y  , а 
( ) ( ) ( , , ) / ( , , ) /jX z P x y x Q x y y  



      ,  где 

1 1( , , ) ( ) ( , , )P x y x r x y     ,     2 2( , , ) ( ) ( ) ( , , ))Q x y a x y r x y       , 

 (0,0, ) (0,0, ) / (0,0, ) / 0i i ir r x r y         ,   1,2i  . (2) 

Выберем число 0 1k  , удовлетворяющее неравенству 

 0 0 0
2 2 1(0) min{| | / 2, ( ) / 2}k a     . (3) 

Вследствие (2) и (3) существуют такие числа 0d   и 1 (0, ]   , что функция 

( , , ) : ( , , ) / ( , , )R x y P x y Q x y    определена для всех 0 ,y d x ky   , 2
1 1( , )     и  

( , , )R ky y k  , ( , , )R ky y k    для всех (0, ]y d . Поэтому решение ( , , )x y u   
уравнения / ( , , )dx dy R x y  , удовлетворяющее начальному условию ( , , )d u u     при 

u kd , определено для всех  (0, ]y d   и имеет место неравенство 

 | ( , , ) |y u ky   . (4) 

Обозначим 1T  и 2T  дуги, задаваемые, соответственно, условиями y d , 

| |x kd  и 1y  , | |x kd . Пусть 2  – наименьшее из чисел d  и 1 . При 

2 2 2(0, ) ( , )       функция 1( , ) : ( , , )        является функцией соответствия по тра-

екториям векторного поля  ( )jX 



  между дугами  1T   и  2T . 
 

Лемма. Существует такие числа 1  , 0C   и 3 2(0, ]  , что для всех 

[ , ]u kd kd  ,  3 3 3(0, ) ( , )       

 1| ( , ) |u k   ,     10 ( , )u C
u

  
 


,     
2

12
( , )u C

u
  




,     1
2

( , )u C
  






. (5) 

Доказательство. Первое из неравенств (5) – следствие (4). Производная 

( , , )y u
u

 


 удовлетворяет уравнению в вариациях 

( , , ) ( ( , , ), , ) ( , , )
d R

y u y u y y u
dy u x u

       


  
, 

и начальному условию  ( , , ) / 1d u u    .  Поэтому 

 ( , , ) exp ( ( , , ), , ) exp ( ( , , ), , )
y d

d y

R R
y u y u y dy y u y dy

u x x

       
   

       
  . (6) 

Пусть 0 0 0
1 1 21 2 /( )      . Считая d  и 3 2(0, ]   достаточно малыми, из (2) и 

(3) имеем 
 ( , , ) / /R x y x y       при   0 ,y d x ky   ,   2

3 3( , )    . (7) 

Из (4), (6) и (7) теперь получаем неравенство 

  0 ( , , ) / /y u u y d
       при  | |u kd ,  (0, ]y d ,  3 3 3(0, ) ( , )       (8) 

и, в частности, второе из неравенств (5) с  1/C d . 
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Из (6) следует, что 

 
12 2

2 2
( , ) ( , ) ( ( , , ), , ) ( , , )

d

R
u u y u y y u dy

u u x u

          


    . (9) 

Из (2) и (3) получаем, что существует такая постоянная  0N  ,  что 

 2 2 2( , , ) / /R x y x N y      при   0 ,y d x ky   ,  2
3 3( , )    . (10) 

Теперь из (8–10) следует третье неравенство в (5) с  1/( ( 1))C N d   . 

Производная  2( , , ) /y u      удовлетворяет уравнению в вариациях 

2 2

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
i

d R R
y u x y y u x y

d y x

    
  
   

 
   

,   где  ( , , )x y u  , 

и начальному условию  2( , , ) / 0d u     .  Поэтому 

 
1 1

12 2

( , , ) ( ( , , ), , )exp ( ( , , ), , )
d y

R R
y u y u y s u s ds dy

y x

        
 

  


    . (11) 

Из (2) и (3) следует существование такой постоянной  0D  ,  что 

 2( , , ) /R x y D       при   0 ,y d x ky   ,   2
3 3( , )    . (12) 

Теперь из (7), (11) и (12) получаем и четвертое неравенство в (5) с / ( 1)C D   . 

Пусть  3T  – дуга  2S ,  задаваемая условиями  2 0z  ,  1 1 1( ) ( )Z v z Z    .  Со-

гласно [8] из определения 1( )Z   и формул (1) следует, что если числа  0v    и  

4 3(0, ]    достаточно малы, то отрицательная полутраектория поля  X  , 2
4 4( , )    ,  

выходящая из точки дуги  3T   с координатой  1 1( )z Z v  ,  ( ,0]v v  ,  трансверсаль-

но пересекает дугу 2T  в точке с координатой ( , )x v  , где rC  ,  2(0, ) ( )Y     ,  

( , ) 0v v     при  0v  ,  (0, ) 0v   ,  (0, ) 0vv   . Можно считать, что координаты 

1 2( , )y y  и соответственно координаты ( , )x y  выбраны так, что  ( , ) 0v v     при  0v  .  

Пусть  1( , )    – функция, обратная к  ( , )  .  Обозначим  2( )T
   и  2( )T

   части  2T   с 

координатой  2(0, )x       и  2(0, )x     . 

Так как по условию (У1) полутраектории  1L   и  2L   входят в точку  0
1O   по на-

правлению прямой  0x  ,  то можно считать, что число  d   такое, что  1L   и  2L   пере-

секают дугу  1
0T   в ее внутренних точках. Тогда  v ,  0 u kd    и  5 40 min{ , }u     

можно выбрать так, что  2
1 2 5 5( , ) ( , )          положительная полутраектория поля  

X  ,  выходящая из точки дуги  3T   с координатой  1 1( )z Z v  ,  [ ,0]v v  ,  пересека-

ет дугу  1T   в точке с координатой  ( , )x v  ,  где  rC ,  ( , ) 0v v   ,  а положитель-

ная полутраектория, выходящая из точки дуги  2T   с координатой  x u ,  2[ , ]u u ,  

пересекает дугу  1T   в точке с координатой  ( , )x u   ,  где  1rC  ,  ( , ) 0u u   . 
 

4. Функции последования и функции расхождения. При  5 5 5(0, ) ( , )        

определим функции последования 1( , ) : ( ( ( , ), ), )f u u       , 2[ ( ), ]u u   , 

( ) ( , )u v    , и ( , ) : ( ( , ), )f u u      , 2[ , ]u v , функции расхождения 

  ( , )
( , ) : ( , )

u v
d v f u u

 
 


   ( ( , ), ) ( , )v v      , [ ,0]v v  , и ( , ) : ( , )d u f u u    , 
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2[ , ]u u .  Ясно, что 

              0,ˆ
~

0,ˆ
~

,0,ˆ
~

1,ˆ
~

1,ˆ
~

,ˆ,ˆ
~ ''''   udududufufuuf uuuu  (13) 

Так как 
( , )

( , ) 1
( , )

v
u

u

d v
f u

u


 


  


, 
2

(, ) ( , ) ( , )
( , )

( ( , ))
vv v uu

uu
u

d d v u
f u

u

   
 

   


 при 

1( , )v u  ,  то 

                ,ˆˆ,0,ˆ0,~,0,~1,ˆ1,ˆ,ˆ,ˆ 1'''' uvvdvdvdufufuuf vvuu
 , (14) 

              ,ˆˆ,0,ˆ,0,ˆ,ˆ0,ˆ,1,ˆ,ˆ,ˆ 1'''''' uvvdvdvdufufuuf vvvuuu
 .  (15) 

Из неравенства  (0,0) 0vv   ,  равенства  
2
(0,0) 1     и (5) получаем, что  v   и  

5   можно читать столь малыми, что для всех  [ ,0]v v  ,  5 5 5(0, ) ( , )       

 ( , ) 0vvd v   , (16) 

 
2
( , ) 0d v   . (17) 

Так как (0,0) 0  , а ( ,0) 0v v    при [ ,0)v v  , то ( ,0) 0v   , и потому 

5(0, ]    можно выбрать так, что  (0, ) ( , )         1( , ) ( ( , ), )v k v           .  

Следовательно, 
 ( , ) 0d v      при всех    (0, ) ( , )      . (18) 

Поскольку  ( , ) ( ( , ), ) ( , ) ( , )v u v vd v v v v                 ,  а  ( ,0) 0v v    ,  то из 

(5) следует, что     можно взять столь малым, что 

 ( , ) 0vd v       при всех   (0, ) ( , )      . (19) 

При  [ ,0]v v  ,  1 (0, )  ,  2 1     имеем  1 2 1 1( , )d v k k          .  Так 

как  1k  ,  то 
 ( , ) 0d v      при всех   [ ,0]v v  , 1 (0, )  , 2 1   . (20) 

Аналогично получаем 

 (0, ) 0d      при всех   1 (0, )  ,  2 1  . (21) 

Поскольку  (0, ) ( (0, ), ) (0, ) (0, )v u v vd              ,  а  (0, ) 0v   ,  то 

 (0, ) 0vd      при всех   (0, ) ( , )      . (22) 

Из равенств 

2( , ) ( ( , ), )d u u        ,     ( , )( , ) ( , ) ( , ) 1u u s s ud u u s            , 

2 22 2 2 ( , )( , ) [ ( , ) ( , ) ( , )] 1s u sd s s            
     

  , 

и неравенств (5) получаем, что     можно считать выбранным так, что 

 ( , ) 0d u      при всех   (0, ) ( , )      , (23) 

 ( , ) 0ud u      при всех   (0, ) ( , )      , 2[ , ]u u , (24) 

 
2 2( , ) 0d  

  ,   при всех  (0, ) ( , )      . (25) 

Аналогично неравенствам (20) и (21) доказывается, что 

 2( , ) 0d       (соотв. 2( , ) 0d    ),   если   1 (0, )  , 2 1      (соотв. 2 1  ). (26) 
 

5. Бифуркации рождения замкнутых траекторий. Из (16), (19) и (22) получаем, 
что  (0, ) ( , )         ( , )d    имеет единственную точку минимума  ( ) ( ,0)v    ,  

при этом  ( ) rC   .  Из (17), (20) и (21) следует, что для  ( ) : ( ( ), )m d      при всех  
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(0, ) ( , )        имеют место неравенства  
2
( ) 0m   ,  1 1( , ) 0m    ,  1 1( , ) 0m    .  

Поэтому для любого  1 (0, )    существует число  1 1 1 1( ) ( , )       такое, что 

 1 1 2sgn ( ) sgn( ( ) )m         при всех   (0, ) ( , )      . (27) 

Поскольку  
2 1 1 1( , ( )) 0m     ,  то из (27) и теоремы о неявной функции следует, 

что  1( ) rC   . 

Вследствие (17), (21) и неравенства  (0, ) ( ) 0d m     при  2 1 1( )     для любо-

го  1 (0, )    существует число  2 1 1 1 1( ) ( ( ), )       такое, что  2 ( ) rC   , 

 2 1 2sgn (0, ) sgn( ( ) )d         для всех   (0, ) ( , )      ; (28) 

Из (18), (27) и (28) следует, что функция  ( , )d    при  2 1 1( )        не имеет 

нулей, при 2 1 1( )    имеет один двукратный нуль ( )  , при  1 1 2 2 1( ) ( )        име-

ет два простых нуля ( ) ( , ( ))v v      и ( ) ( ( ),0)v     , при  2 2 1( )    имеет два 

простых нуля ( ) ( , ( ))v v      и ( ) 0v   , при  2 1 2( )      имеет единственный 

простой нуль ( ) ( , ( ))v v     , при этом  ( ) rv C   ,  sgn ( ( ), ) 1vd v     .  Отсюда и из 

(14) и (15) получаем следующие утверждения. При  2 1 1( )        ( , )f    не имеет 

неподвижных точек, а поле  X    не имеет замкнутых траекторий, пересекающих  2( )T
 . 

При 2 1 1( )    ( , )f   имеет единственную (двукратную) неподвижную точку 

( ( ), )    ,  а 2( )T
  пересекает единственная замкнутая траектория поля  X   – двойной 

цикл  ( ) .  При 1 1 2 2 1( ) ( )       ( 2 2 1( )   )  ( , )f    имеет две неподвижные 

точки ( ( ), )v     и  ( ( ), )v   , а дугу  2( )T
   пересекают устойчивая гиперболическая 

замкнутая траектория ( )s   и неустойчивая гиперболическая замкнутая траектория  

( )u    (неустойчивая замкнутая траектория ( )u  , проходящая через развилку 2 ( )O  ). 

При  2 1 2( )       ( , )f    имеет единственную (устойчивую гиперболическую) не-

подвижную точку  ( ( ), )v   ,  а  2( )T
  пересекает единственная (устойчивая гипербо-

лическая) замкнутая траектория ( )s  . 

Из (25) и (26) следует, что для любого 1 (0, )   существует такое 

3 1 1 1( ) ( , )     , что 2 3 1 2sgn ( , ) sgn( ( ) )d        для (0, ) ( , )      ; при этом  

3( ) rC   .  Так как  2 2( , ) ( , )f f    ,  то  
2 2 1 2 2 12 ( ) ( )( , ) (0, ) 0d d          ,  и пото-

му для любого  1 (0, )    2 1 3 1( ) ( )    .  Ввиду (23), (24) и (13) функция последова-

ния ( , )f   имеет на [0, ]u  единственную неподвижную точку 0 (0, )u u  при 

2 3 1( )        и  0 0u    при  2 3 1( )   ,  эта точка устойчивая и гиперболическая и 

не имеет неподвижных точек при  3 1 2( )     .  Тогда поле X    при  2 3 1( )        

имеет устойчивую гиперболическую замкнутую траекторию  2 ( ) ,  пересекающую 

дугу  2( )T
 ,  а при  2 3 1( )     имеет замкнутую траекторию  2 ( ) ,  проходящую че-

рез точку  2 ( )O  ,  устойчивую слева и неустойчивую справа. 

Так как u  можно выбрать сколь угодно малым, то топологический предел  
0

2 2
0

lt ( )




   ,  то есть  ( )   рождается из контура  0

1 .  Если существует последова-



ISSN 2410-3225   Вестник Адыгейского государственного университета 
Серия: Естественно-математические и технические науки. 2023. Вып. 3 (326) 

Bulletin of Adyghe State University. Series: Natural-Mathematical and Technical Sciences. 2023. Iss. 3 (326) 

19 

тельность  p ,  pN ,  замкнутых траекторий векторных полей  mX


,  2( , )m    ,  не 

содержащих дуг линии  2S ,  для которой  0
2lt m

m
   ,  то найдется такой номер  0p ,  

что  p   при  0p p   пересекается с дугой  2( )
mT


   и потому совпадает с  2( )s m .  Сле-

довательно,  2 ( )  – единственная замкнутая траектория поля  X  ,  рождающаяся из 

контура  0
2 .  Аналогично,  1 ( )s    и  1 ( )u   – единственные траектории, не содержащих 

дуг линии  2S ,  рождающиеся из  0
1 . 

При  {0} ( , )       (соотв. ( ,0) ( , )       )  все траектории, пересекающие 

дугу  2T ,   -предельны к сшитому седло-узлу (соотв. к узлу). Поэтому замкнутых тра-

екторий, рождающихся из  0
   и  0

 ,  нет. 
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