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Аннотация. Получены достаточные условия отсутствия предельных циклов у квад-

ратичных систем, имеющих в фазовой плоскости два и только два простых состояния равно-
весия, если эти состояния равновесия – фокусы. С помощью аффинных преобразований фазо-
вых переменных определены критерии, которые позволяют из множества всех квадратичных 
систем выделить класс систем, имеющих два и только два простых состояния равновесия. 
Приведены примеры, подтверждающие сформулированные утверждения. 

Ключевые слова: автономная динамическая система на плоскости, квадратичная си-
стема, состояние равновесия, узел, фокус, предельный цикл 

 
Original Research Paper 

 
On limit cycles of quadratic differential systems having two focuses** 

 

Vyacheslav B. Tlyachev1, Damir S. Ushkho2 
 

1, 2 Adyghe State University, Maykop, Russia 
1 tlyachev@adygnet.ru 
2 damirubych@mail.ru 
 
Abstract. Sufficient conditions are obtained for the absence of limit cycles in quadratic sys-

tems having two and only two simple equilibrium states in the phase plane, if these equilibrium states 
are focuses. With the help of affine transformations of phase variables, criteria are determined that 
allow us to distinguish from the set of all quadratic systems a class of systems having two and only two 
simple equilibrium states. Examples confirming the formulated statements are given. 

Keywords: autonomous dynamical system on a plane, quadratic system, equilibrium state, 
node, focus, limit cycle 

 
Известно [1], что состояния равновесия типа «узел» дифференциальных си-

стем вида: 

 
* Основное содержание данной работы было представлено в докладе на Третьей конференции 

математических центров России, Майкоп, 10–15 октября 2023 г. 
** The main content of this work was presented in a report at the Third Conference of Mathematical 

Centers of Russia, Maykop, October 10–15, 2023. 
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где  1),(,, 22  QPRba ijij ,  не окружают предельные циклы. Но в случае состояния рав-

новесия типа «фокус» для таких систем возникает вопрос о существовании или отсут-
ствии предельных циклов. Так, в работе [2] построен пример системы 
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имеющей в ограниченной части фазовой плоскости два и только два состояния равно-
весия. Эти состояния равновесия являются простыми фокусами, один из которых 
окружен тремя предельными циклами, а другой – одним циклом. Вычисления показы-
вают, что на прямой изоклине  023  yx   системы (*), проходящей через фокусы  

(1, 1)  и  ( 3,1/ 3)A B  , в условиях теоремы 2 [2] индуцировано направление  
25945856m . 

С помощью простого преобразования 
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система  (*)  приводится к системе: 

 

 25 52591548928500457 6323
77837569 2 ,

3243232 2027 20000 2685396096000

155706751 41393677 1971039340787 1944301959

6713490240000 2685396096000 2685396096000 1013510000
999262700991529

dx
x y x y

dt

dy
x y xy

dt

       

    

 2 2489 25
.

46621460000 3243232
y x







 


(**) 

В результате приведенного выше преобразования прямая изоклина 023  yx  
системы (*) трансформировалась в изоклину бесконечности  0277837569  yx   си-
стемы (**),  то есть система (*) преобразована в систему (**) канонического вида [3]. 

В данной работе изучается вопрос об отсутствии предельных циклов систем ви-
да (1) в случае, когда они имеют на фазовой плоскости два и только два состояния рав-
новесия, и они являются простыми фокусами. В дальнейшем для удобства о системах 
вида (1) будем говорить в единственном числе. 

 

Теорема 1. Пусть система (1) имеет в некоторой части фазовой плоскости 
два и только два состояния равновесия  A   и  ,B   пусть при этом они являются одно-
временно седлами или антиседлами. Тогда: 

1) BиA  – это общие точки двух изоклин: прямой  1l   и гиперболы  L ; 

2) через  BиA   проходят прямые изоклины  43 lиl   соответственно, отличные 

от  1l ,  тогда и только тогда, когда прямая изоклина  2l   системы (1), пересекающая 

прямую  1l   в точке, лежащей между состояниями равновесия  BиA ,  есть асимптота 
гиперболы  L . 
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Доказательство. Известно [3, 4], что прямая, проходящая через два состояния 
равновесия системы (1), является ее изоклиной. Поэтому прямая  1l ,  которой принад-
лежат состояния равновесия  BA и ,  есть изоклина системы (1). В силу [5] через каж-
дое состояние равновесия системы (1) проходит не более трех прямых изоклин. Следо-
вательно, в семействе изоклин 
 0),(),( 22  yxmPyxQ  (2) 

системы (1) имеется сколь угодно много неприводимых кривых второго порядка. Пусть  
L – одна из таких кривых. По теореме 2.6 [3] на прямой  1l   и кривой  L  индуцирова-
ны различные направления (под направлением индукции на изоклине из семейства (2) 
подразумевается значение постоянной  m ). 

Пусть на прямой  1l   (кривой  L)  индуцировано направление  )( 21 mm ,  где 

21 mm  .  Преобразование 
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переводит систему (1) в систему 
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 (4) 

Согласно работе [3], прямая изоклина  1l   (изоклина  L)  системы (1) перешла в 

результате преобразования (3) в изоклину нуля  0: 1111  cybxal   (изоклину беско-

нечности  0),(: 2 yxPL )  системы (4). Поскольку состояния равновесия  BA и ,  при-

надлежащие прямой  0: 1111  cybxal ,  имеют один и тот же индекс Пуанкаре, то по 

теореме 36 [6] прямая изоклина  0: 2222  cybxal   пересекает прямую  1l   в точке 

(обозначим ее  C ),  расположенной между  BA и .  Утверждаем, что изоклина беско-

нечности  0),(: 2 yxPL   системы (4) не может быть ни эллипсом, ни параболой. Дей-
ствительно, в противном случае система (4) имела бы, по крайней мере, одно состояние 
равновесия на изоклине  2l ,  а это противоречит условию теоремы. Таким образом, лю-
бая неприводимая кривая семейства изоклин (2) может быть только гиперболой. 

Совершим в системе (4) параллельный перенос 
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где  ),( 00 yx  – центр симметрии гиперболы  L   (условимся при этом сохранить обозна-

чения фазовых переменных  yx, ):  
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 (5) 

где  0,0,01221  BABA . 

Состояниями равновесия системы (5) являются точки  BA
~

и
~

  пересечения пря-
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мой изоклины  0:
~

1111  CyBxAl   с гиперболой  0:
~ 22   yyxxL .  При 

этом изоклина нуля  0:
~

2222  CyBxAl   не имеет общих точек с гиперболой  L
~

.  

Пусть через состояния равновесия  ( )A B    системы (5) проходят прямые изоклины  

)
~

(
~

43 ll .  Каждая из этих прямых параллельна одной и той же асимптоте гиперболы  L
~

,  

так как в противном случае хотя бы одна из прямых  43

~
и

~
ll   пересекает гиперболу  L

~
  в 

точке, отличной от  BA
~

и
~

.  Это противоречит условию теоремы, согласно которому 

система (5), кроме точек  BA
~

и
~

,  не имеет в определенной части фазовой плоскости со-

стояний равновесия. Пусть  h  – асимптота гиперболы  L
~

,  которой параллельны пря-

мые изоклины  43

~
и

~
ll .  Тогда любая прямая, параллельная асимптоте  h ,  отличная от 

нее и прямых  43

~
и

~
ll ,  непременно пересекает гиперболу  L

~
  в точке, отличной от  

BA
~

и
~

.  Поэтому прямая изоклина  2

~
l   совпадает с асимптотой  h   гиперболы  L

~
. 

Пусть далее  2

~
l  – асимптота гиперболы  L

~
.  Покажем, что через точки  BA

~
и

~
  

проходят прямые изоклины  43

~
и

~
ll   соответственно, параллельные прямой  2

~
l .  Пере-

пишем систему (5) в виде: 
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где  )(0,0 2121 kkxkyxky   – асимптоты гиперболы  L
~

. 
Применим к системе (6) преобразование 
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результатом будет система: 
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 (7) 

Состояниями равновесия системы (7) являются точки  ),(и),( 2211 yxByxA    пе-

ресечения прямой изоклины  0111  KyNxM   с гиперболой  0:  yxsrL .  По-
этому выполняются условия: 

 1 1 1 1 1 1 10,    0.M x N y K r sx y         (8) 

 1 2 1 2 1 2 20,   0.M x N y K r sx y         (9) 

Из (7) с учетом (8) следует соотношение 
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согласно которому прямая  1xx  ,  проходящая через точку  A ,  есть изоклина си-
стемы (7). 

Аналогично из (7) с учетом (9) доказывается, что прямая  2xx  ,  проходящая 
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через точку  B ,  является изоклиной системы (7). 
Теорема доказана. 
 

Следствие 1. Если прямая изоклина  2l   системы (4) не совпадает ни с одной из 

асимптот гиперболы  0),(2 yxP ,  то в условиях теоремы 1 эта система имеет только 
две прямые изоклины, а именно изоклины нуля. 

 

Впрочем, система (**) в качестве изоклины нуля имеет гиперболу, а изоклина 
бесконечности этой системы представляет собой пару пересекающихся прямых. Пря-
мых изоклин, отличных от изоклин бесконечности, система не имеет. 

 

Замечание 1. Под антиседлом понимается простое состояние равновесия систе-
мы, не являющееся седлом. 

 

Рассмотрим систему (4) в том случае, когда через состояния равновесия  BA и   

проходят прямые изоклины  43 и ll   соответственно. Так как  BA и  – простые состоя-

ния равновесия, то на  43 и ll   системой (4) индуцировано одно и то же направление, от-

личное от направления, индуцированного на  21 и ll .  По теореме 1  43 и ll   параллельны 

прямой  2l ,  следовательно, подходящим преобразованием вида (3) систему (4) можно 
привести к системе: 
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где  0))()((,0 4342321221  ccccccbaba .  Здесь и всюду в дальнейшем полагаем, 

что исследуемые системы не имеют инвариантных прямых. В силу этого выполняется 
неравенство  0221 baa .  Состояние равновесия  )( 21 WW   системы (10) является точкой 

пересечения прямых 1 1 1 0a x b y c     и 2 2 3 0a x b y c     1 1 1( 0a x b y c     и  

2 2 4 0).a x b y c     
Преобразование 
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переводит систему (10) в систему 
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 (12) 

Изоклина  0y   является трансверсалью векторного поля системы (12), поэто-
му наряду с системой (12) рассмотрим систему: 
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 (13) 

где  dtyd  . 



ISSN 2410-3225   Вестник Адыгейского государственного университета 
Серия: Естественно-математические и технические науки. 2023. Вып. 4 (331) 

Bulletin of Adyghe State University. Series: Natural-Mathematical and Technical Sciences. 2023. Iss. 4 (331) 

 

16

 2 2 4 3 2
1 2 2

( )( )
( , ) ( , ) .x y

a c c c c
F x y H x y b a

y

       (14) 

Если выражение (14) знакопостоянно, то по признаку Бендиксона [7, 8] система 
(13), а следовательно, и система (12) не имеет замкнутых траекторий. 

Потребуем, чтобы состояния равновесия  ),0(и),0( 422321 ccWccW    системы 

(12) были фокусами. В целях определенности относительно местоположения состояний 
равновесия  21 иWW   полагаем, что выполнены условия 

 2 3 2 40, 0.c c c c     (15) 

В результате переноса начала координат в точку  1W   система (12) примет вид: 

 


















yccaxccb
dt
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yccaxccb
dt

xd
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,)()(

342322

341321

 (16) 

Для системы (16) определяем величины 

),)()(()(),()()( 2112343213423211 babaccccWccaccbW   

 2 2
1 1 1 2 3 2 4 3 2 3 4 3 1 2( ) 4 ( ) [ ( ) ( )] 4( )( ) 0.W W b c c a c c c c c c a b            (17) 

Результатом переноса начала координат в точку  2W   является система: 

 


















yccaxccb
dt

yd

yccaxccb
dt

xd

)()(

,)()(

432422

431421

 (18) 

Для системы (18) также находим величины 

),)()(()(),()()( 2112434224324212 babaccccWccaccbW   

 2 2
2 2 1 2 4 2 3 4 2 4 3 4 1 2( ) 4 ( ) [ ( ) ( )] 4( )( ) 0.W W b c c a c c c c c c a b            (19) 

В силу неравенств (15) выполняется условие  043  cc .  Таким образом, при 

выполнении (15) и неравенства 
 02112  baba  (20) 

состояния равновесия  21 WиW  – антиседла. Поэтому имеют место неравенства  

1( ) 0,W    2( ) 0W  .  Из рассмотрения исключаем случай, когда  ,0)()( 21  WW    
так как при этом система (12) не имеет предельных циклов [9]. 

 

Теорема 2. Если выполняются условия (17), (19), (20), 1 2 2( ) 0,b a a    

1 2( ) ( ) 0,W W     то система (12) имеет в определенной части фазовой плоскости 

два фокуса, и при этом система ациклична, то есть не имеет предельных циклов. 
 

Замечание 2. Отсутствие замкнутых траекторий системы (12) следует из того, 
что в силу неравенств  0)(,0,0 2214232  aabcccc   выражение (14) знакопо-

стоянно. 
 

Замечание 3. В системах (16) и (18) сознательно не указаны нелинейные члены, 
так как они не влияют на характер исследуемых состояний равновесия. 



ISSN 2410-3225   Вестник Адыгейского государственного университета 
Серия: Естественно-математические и технические науки. 2023. Вып. 4 (331) 

Bulletin of Adyghe State University. Series: Natural-Mathematical and Technical Sciences. 2023. Iss. 4 (331) 

 

17

 

Пример 1. Система 
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1
)1(22

,
2

1
)1(3

yyxy
dt

dy

yyxy
dt

dx

 

имеет два простых состояния равновесия: устойчивый фокус  )1,0(    и неустойчивый 

фокус   0,1/ 2 .   Система удовлетворяет условиям теоремы 2, поэтому она не имеет 

предельных циклов, окружающих фокусы. Фазовый портрет системы в диске Пуанкаре 
представлен на рисунке 1. 

 
 

Рис. 1. Фазовый портрет системы из примера 1*** 
 

Fig. 1. Phase portrait of the system from example 1*** 
 

Теорема 3. Если  0
2

,02,0))((
21

2

1

2
2434232 





ab

b

a

a
ccccccc ,  то си-

стема (12) не имеет предельных циклов. 
 

Доказательство. Дивергенция векторного поля системы (12) имеет вид: 

.)2(),(),(),( 212 yabxbyxHyxFyxD yx   

Так как прямая  0y  – трансверсаль векторного поля системы (12), то предель-
ный цикл этой системы, если он существует, по признаку Бендиксона расположен в од-
ной из полуплоскостей  0и0  yy   и пересекает прямую  0),( yxD .  По условию 

угловой коэффициент прямой  0),( yxD   не больше углового коэффициента каса-

тельных к траекториям системы (12) в точках изоклины  0x .  Поэтому в силу выпук-
лости замкнутых траекторий системы (1) [4] предельный цикл не может окружать со-
стояния равновесия  21 иWW . 

Теорема доказана. 
 

Пример 2. Система 














)2)(2(22

),2)(2(

yyxy
dt

dy

yyxy
dt

dx

 

 
*** Фазовый портрет построен в программе  P4. 
*** The phase portrait was built in the  P4  program. 
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имеет два и только два состояния равновесия: простой неустойчивый фокус  )2,0(   и 
простой устойчивый фокус  )2,0(  .  По теореме 3 система не имеет предельных циклов. 

Далее рассмотрим систему (4) в случае, когда изоклина нуля  2l   не совпадает ни 

с одной из асимптот гиперболы  0),(: 2 yxPL .  Не умаляя общности, при этом рас-
смотрим систему (5), полученную из системы (4) в результате переноса начала коорди-
нат в центр симметрии гиперболы  0),(: 2 yxPL .  Для точки пересечения изоклин ну-
ля системы (5) могут представиться две возможности: 

1) она совпадает с началом координат; 
2) она не совпадает с началом координат. 
Пусть изоклины нуля системы (5) пересекаются в начале координат. Тогда си-

стему (5) можно записать в виде: 

 

2 2

1 2

,

( )( ),

dx
x xy y

dt
dy

y k x y k x
dt

       

   


 (21) 

где  21 kk  . 
Предположим, что состояниями равновесия системы (21) являются точки  

21 и RR   пересечения прямой  0: 11  xkyd   с гиперболой  L
~

,  а асимптотами гипер-

болы  L
~

 – прямые  ,0è0 43  xkyxky   где  0))()(( 434232  kkkkkk . 

В результате преобразования 

 







xkyy

xkyx

4

3 ,
 (22) 

система (21) переходит в систему 

 
1 1 2 2 3 1 1

1 1 2 2 4 1 1

( )( ) ( ),

( )( ) ( ).

dx
x y x y k r s x y

dt
dy

x y x y k r s x y
dt

   

   

          
           


 (23) 

Отметим, что в результате преобразования (22) прямые изоклины  
0:и 221  xkydd


 системы (21) перешли соответственно в изоклины  

0:и0: 222111  yxdyxd  , а гипербола L
~

 перешла в гиперболу  

0: 11  yxsrL . 

Состояниями равновесия системы (23) являются точки  21 и RR    пересечения 

прямой  1d    и гиперболы  .0: 11  yxsrL  

Пусть выполняется неравенство  011 sr ,  тогда по необходимости имеют место 

неравенства  0,0 2211   .  Из (23) следует, что на гиперболе  L   индуцировано 

направление  1m ,  а на прямых  21 и dd   – направление  
3

4

k

k
m  . 

 

Теорема 4. Если 2 2 3 40, 0,k k     1 1 1 10, 0,s r     1 1 2sgn( )     

1 3 4sgn ( ),r k k     то система (23) не имеет замкнутых траекторий. 
 

Доказательство. Так как прямая изоклина  022  yx   – трансверсаль век-
торного поля системы (23), рассмотрим систему 
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3 1 1
1 1 2

2 2

4 1 1
1 1 2 2 2

2 2

( )
( , ),

( )
( , ), ( ) ,

k r s x ydx
x y F x y

d x y

dy k r s x y
x y H x y d x y dt

d x y

 
  

    
  

           
              
  

 (24) 

 2 2 2
2 2 2 1 1 1 3 4 1 3 42

2

1
[ ( )( ) ( ( ) ( ))].

( )x yF H x y r k k s k y k x
x y

  
             

 
 (25) 

Выражение (25) в условиях теоремы знакопостоянно, следовательно, по призна-
ку Бендиксона система (24) не имеет замкнутых траекторий. 

Теорема доказана. 
 

Пример 3. Система 














)1(4))(2(

),1())(2(

xyyxyx
dt

dy

xyyxyx
dt

dx

 

имеет простой устойчивый (неустойчивый) фокус  

























 2,

2

2
2,

2

2
.  Система 

удовлетворяет условиям теоремы 4, поэтому не имеет предельных циклов. 
В случае, когда точка пересечения изоклин нуля системы (5) не совпадает с 

началом координат, не уменьшая общности, рассмотрим систему 

 














),)((

,

2211

22

bxkybxky
dt

yd

yyxx
dt

xd 
 (26) 

где  .0,0,0, 2121  bbkk  

Состояниями равновесия системы (26) будем считать точки  21 и UU   пересече-

ния прямой  0: 111  bxkye ,  а асимптотами гиперболы  0:
~ 22   yyxxL   

являются прямые  3 0,y k x    4 0,y k x    3 4 3 1 3 2( )( )( ) 0.k k k k k k     

В результате преобразования (22) система (26) примет вид: 

 
















),())((

),())((

114222111

113222111

yxkyxyx
dt

yd

yxkyxyx
dt

xd




 (27) 

0,0,0 21111221   . 

Состояниями равновесия системы (27) будут точки  21 и UU    пересечения пря-

мой изоклины  0: 1111   yxe   с гиперболой  .011  yx  

Пусть ,011   тогда 0,0 2211   . Поскольку прямая изоклина  

0: 2222   yxe  – трансверсаль векторного поля системы (27), то ее замкнутые 
траектории на основании [8] совпадают с замкнутыми траекториями системы 
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3 1 1
1 1 1

2 2 2

4 1 1
1 1 1

2 2 2

( )
( , ),

( )
( , ),

k x ydx
x y x y

d x y

dy k x y
x y x y

d x y

   
   

   
   

              
            
   

 (28) 

где  .)( 222 dtyxd    

 

23
1 1 1 2 1 2 1 22

2 2 2

24
1 2 1 2 1 22

2 2 2

( )
( )

( ).
( )

x y

k
y y

x y

k
x x

x y

       
  

    
  

           
  

   
  

 (29) 

 

Теорема 5. Если 2
1 1 1 1 2 2 1 1 2 1 2 20, 0, 0, ( 4 ) 0,                 1 1sgn( )  = 

1 2 3 1 2 4sgn( ) sgn( ),k k       то система (28), а значит, и система (27) ациклична. 
 

Доказательство. Запишем соотношение (29) в виде: 

 

23 1 2 2 1 2
1 1 2

2 2 2 2 1 2

24 1 2 2 1 2
2

2 2 2 2 1 2

( )

.
( )

x y

k
y y

x y

k
x x

x y

     
     

   
    

 

 
               

 
        

 (30) 

В силу неравенства  04 2211
2

2
2
1     квадратные трехчлены, записанные в 

скобках, положительны, поэтому выражение (30) знакопостоянно во всех точках фазо-
вой плоскости, за исключением точек прямой  0222   yx .  По признаку Бен-
диксона система (29), а следовательно, и система (28) ацикличны. 

Теорема доказана. 
 

Пример 4. Система 














)1(3)22)(12(

),1()22)(12(

xyyxyx
dt

dy

xyyxyx
dt

dx

 

имеет два простых состояния равновесия, а именно: устойчивый фокус )1,1(  и неустой-

чивый фокус   1/ 2, 2  .  По теореме 5 нет предельных циклов, окружающих фокусы. 
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