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Бифуркации положений равновесия и периодических траекторий гладких дина-
мических систем с симметрией как двумерных, так и многомерных изучаются уже до-
вольно долго (см., например, [1–5]). Некоторые бифуркации сепаратрисных контуров 
двумерных систем с симметрией рассмотрены в работах [6–9]. Особый интерес пред-
ставляет описание бифуркации контуров, являющихся аттракторами. Одна из таких 
бифуркаций рассмотрена в настоящей работе. 

Пусть С
  – диффеоморфизм :I M M→  открытого подмножества M  плоско-

сти 2
R  является инволюцией, то есть 2

id
M

I I I= =  – тождественное отображение. 

Будем предполагать, что инволюция I  имеет единственную неподвижную точку O . 

Основной пример такой инволюции – центральная симметрия 2 2
z z − R R . 

Рассмотрим семейство векторных полей 1 1 2 2( ) ( , ) / ( , ) /X z P z z P z z  =   +   , где 

1P  и 2P   
r

C -гладкие функции ( 3r  ) точки 1 2( , )z z z M=   и двумерного параметра  , 

меняющегося в окрестности 0
  нуля в 2

R , инвариантных относительно инволюции I , 

то есть таких, что ( ( )) ( ( ))dI X z X I z  . 

Предположим, что векторное поле 0X  удовлетворяет следующим условиям. 

Условия 1. Точка O  – седло с собственными значениями матрицы линейной ча-

сти поля в этой точке 
0
1 0   и 0

2 0  . Две симметричные точки 0O
+  и 0 0( )O I O

− +
=  – 

седло-узлы с собственными значениями матрицы линейной части поля в этой точке 

1 0
+
=  и 2 0

+
 . 

Условия 2. Выходящая сепаратриса out
0L +  (соотв. out

0L − ) седла O   -предельна к 

седло-узлу 0O
+  (соотв. 0O

− ), но не является его входящей сепаратрисой. Выходящая се-

паратриса седло-узла 0O
+  (соотв. 0O

− ) совпадает с входящей сепаратрисой in
0L +  (соотв. 

in
0L − ) седла O . 

 

Пусть out in
0 0 0: { , }L L O O

 
  =   . Ясно, что ( )I

− +
 =  , а полицикл :

+ −
 =     

гомеоморфен «восьмерке» (рис. 1). 

 
 

Рис. 1. Полицикл и его поглощающая окрестность 
 

Fig. 1. The polycycle and its absorbing neighborhood 
 

По теореме о центральном многообразии [10] для  , принадлежащих некоторой 

окрестности 
1 0

    нуля, в окрестности точки 0O
+ , не содержащей точки O , суще-

ствует замена координат ( , , )z x y = , 2
( , )x y R , 1r

C
−

 , 1,2k = , такая, что в коор-

динатах ( , )x y  

( ) ( , ) / ( , , ) /X z P x x Q x y y  =   +   , 

где 
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 2

1
( , ) (0, ) ( ( , ))P x P a r x x  = + + , 

0 2
( , , ) ( ( , , )Q x y r x y y  

+
= + , (1) 

 

(0,0) 0P = , 0a  , 1

1
r C , 1

(0, 0) 0r = , 1

2
r C , 2

(0, 0, 0) 0r = . 

Выбрав достаточно малые число 0c   и окрестность нуля 2 1
   , будем иметь 

 1
( , ) 0a r x +  , 

0 2
( , , ) 0r x y 

+
+  , если 2

( , ) ( 2 ,2 )x y c c − , 
2

   . (2) 

Пусть : ( , )c c M




− →  – отображения, задаваемые равенствами 

( ) : ( , , )u c u  


= − . Без ограничения общности можно считать, что дуга 0 ( , 0)c

−  при-

надлежит полуокрестности петли +
 , не содержащей сепаратрис седла O , не входя-

щих в +
 . Седло-узел 0O

+  поля 0X  имеет координаты 0x y= = , а его выходящая сепа-

ратриса задается условиями 0y = , 0x  . Поэтому сепаратриса in
0L +  трансверсально пе-

ресекает дугу 0 ( , )c c
+
−  в точке с параметром 0y = . Входящие сепаратрисы седло-узла 

0O
+  в координатах ( , )x y  задаются условиями 0x = , 0y   и 0x = , 0y  . Поскольку 

сепаратриса out
0L +  с ними не совпадает, то она входит в 0O

+  по направлению 0y = . То-

гда  c   можно считать выбранным так, что out
0L +  пересекает дугу 0 ( , )c c

−
− . 

Мы можем считать, что окрестность 2
  выбрана так, что для любого 

2
    в 

точке O  будет седло поля X   с собственными значениями матрицы линейной части 

поля 1( ) 0   , 2 ( ) 0   , 1
1 2( ), ( )

r
C 

−
    и инвариантными многообразиями, 

1r
C

−
-

гладко зависящими от   [10]. Если окрестность 2
  достаточно мала, то седло O  имеет 

выходящую (входящую) сепаратрису out
L +  (соотв. in

L + ), пересекающую дугу ( , )c c
−
−  

(соотв. ( , )c c
+
− ) в точке с параметром ˆ ( )y y −=  (соотв. ˆ ( )y y += ), где 1ˆ ( )

r
y C

−
   , 

ˆ (0) 0y+ = . Вследствие симметрии out out
: ( )L I L − +=  и in in

: ( )L I L − +=  также соответственно 

выходящая и входящая сепаратрисы седла O . 

Теперь мы можем сформулировать 

Условие 3. Производные (0,0) /P    и ˆ (0) /y +   линейно независимы. 

Это условие не зависит от произвола в выборе координат ( , )x y  и числа c . 

При выполнении условия 3 мы можем выбрать в некоторой окрестности нуля 
2

     
1r

C
−

-координаты 1 2,   так, что для любого 


   

 1(0, )P  = , 2ˆ ( )y  + = . (3) 

Далее будем считать, что 2
( , ) 

  
 = −  и 1 2( , )   , если 


  . 

Теорема. Пусть семейство векторных полей { }X  , 
0

   , удовлетворяет усло-

виям 1–3, а седловая величина 0 0
0 1 2: 0  = +  . Тогда существуют окрестность U  по-

лицикла  , граница U  которой состоит из простых замкнутых кривых l
+ , l

−  и 0
l  

(рис. 1), для которых ( )l I l
− +
= , 0 0

( )l I l= , и окрестность 2
: ( , ) 


 = −    нуля на 

плоскости параметров со следующими свойствами: 
В точках U  траектории полей X  ,     входят в U . 

В случае 0 0   бифуркационная диаграмма семейства { }UX ,    , пред-

ставляет собой разбиение области параметров   на множества (рис. 2) {(0,0)} , 
j

 , 

j
 , 1,2,....6j = , где 2 1

{ : ( )}
i i

b   = = , 1
(0, ), ( , ))ib C    − , ( 0) ( 0) 0i ib b+ = + = , 
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1,2,3i = , 4 {0} (0, ) =  , 5 ( , 0) {0} = −  , 6 {0} ( , 0) =  − , 
j

  – связная компонента 
6

0
\

j j=
  , в границу которой входят 

j
  и 

1j+
  (здесь 7 1

: =  ). 

В случае 0 0   бифуркационная диаграмма семейства { }UX ,    , пред-

ставляет собой разбиение области параметров   на множества (рис. 3) {(0,0)} , 
j

 , 

j
 , 1,2,3, 4j = , где 

1 2 1
{ : ( )}b   = = , 1

(0, ), ( , ))b C    − , ( 0) ( 0) 0b b+ = + = , 

2 {0} (0, ) =  , 3 ( , 0) {0} = −  , 4 {0} ( , 0) =  − , 
j

  – связная компонента 
2 4

0
( , ) \

j j
 

=
−  , в границу которой входят 

j
  и 

1j+
  (здесь 5 1

: =  ). 

В обоих случаях векторные поля X  , 
j

  , грубые в U , векторные поля X  , 

j
  , первой степени негрубости в U , а схемы фазовых портретов векторных полей 

X  , 
2

( , )   − , имеют вид, изображенный на рисунке 4 в случае 0 0   и на рисунке 5 

в случае 0 0  . 

 
 

Рис. 2. Бифуркационная диаграмма в случае 

0 0   

Fig. 2. Bifurcation diagram in the case 0 0   

 
 

Рис. 3. Бифуркационная диаграмма в случае 

0 0   

Fig. 3. Bifurcation diagram in the case 0 0   

 

 
 

Рис. 4. Бифуркации фазовых портретов в случае 0 0   
 

Fig. 4. Bifurcations of phase portraits in the case 0 0   
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Рис. 5. Бифуркации фазовых портретов в случае 0 0   
 

Fig. 5. Bifurcations of phase portraits in the case 0 0   
 

Доказательство. Ограничимся рассмотрением более сложного случая 0 0  . 

Из [11, п. 13.8], (3) и равенства 1 2 0
(0) (0)  + =  следует, что при достаточно малых 

1
(0, )u c  и 

1
(0, ) 


  определено отображение ˆ( ( ( ) )) ( ( , ))I y u u     

− +
− + , 

1
(0, )u u  по траекториям поля X


− , 2

1 1
( , )   − , где 

 

 ( )

2
( , ) ( ) ( , )u l u q u

 
    = + + , 1 2 0

( ) ( ) / ( ) 1      = −   , 
1

( )l C  , 0
( ) 0l l   ,   (4) 

 

 
( )

| ( , ) / |
i i i
q u u u

  


− +
   , ( )

| ( , ) / |
j

q u u
  

 
+

    при 0 1  , 0,1,2i = , 1, 2j = .    (5) 

Из (1)–(3) следует, что в области 2
( 2 , 2 )c c−  при (0, ) ( , )   

  
  −  определено 

уравнение 

( , , )

( , )

dy Q x y

dx P x




= , 

а его решение ( , , )y Y x u = , удовлетворяющее начальному условию ( , , )Y c u u− = , 

определено на интервале ( 2 , 2 )c c− . Функция ( , ) ( , , )u Y c u  =  задает отображение 

( ) ( ( , ))u u    
− +  дуги ( , )c c

−
−  в дугу ( , )c c

+
−  по траекториям поля X

 , 

(0, ) ( , )   
  

  − , при этом 

 (0 , ) 0   . (6) 

Выберем числа ,
L R

k k , удовлетворяющие неравенствам 

 0
0 /

L R
k a k

+
  −  ,    ( (0) 2) ( (0) 1)

R L
k k −  − . (7) 

Лемма 1 [12]. Существуют такие числа 2 1
(0, )  , 0k  , ,k k

− + , 

L R
k k k k

− +
   , что для любых ( , )u c c −  и 2 2 2

(0, ) ( , )     −  
 

 
1 1

exp( / ) ( , ) exp( / )
u

k u k   
+ −

−   − , (8) 
 

 
1

| ( , ) | exp( / )
uu

u k  
−

  − , (9) 
 

 
1

| ( , ) | exp( / )
i

u k


    − , 1,2i = . (10) 

Ввиду (6), (8) и (10) функцию   можно продолжить до 1
C -функции   на 

2

2 2
( , ) ( , )c c  −  − , положив ( , ) 0u  =  при ( , )u c c − , 2 2 2

( , 0] ( , )    −  − . Пусть 
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2 ˆ( ) : ( ( ) , )F y    −= − . Так как 
2

( ) 1F  = , 
1

( ) 0F  = , то найдется такое 
3 2

(0, ]  , 

что для любого 
1 3 3

( , )   −  уравнение 1 2( , ) 0F   =  имеет в интервале 
3 3

( , ) −  един-

ственное решение 2 2 1
( )b = , где 1

2
( )b C  , 2

(0) 0b = , 2
(0) 0b = . При 2

3 3
( , )   −  се-

паратриса out
L +  совпадает с сепаратрисой in

L +  тогда и только тогда, когда 

2 ˆ( ( ) , ) 0y   −− = , то есть, если 2 2 1
( )b = , 1 3

(0, )  . 

Пусть 2
u  – наименьшее из чисел 1

u  и 
2

2 2[ , ]

ˆmax ( )c y
  


−

 −

− . Функция 

ˆ( , ) : ( , ) ( ( ) , )d u u y u     
−

= − +  определена для всех 2
(0, )u u , 3 3 3

(0, ) ( , )     − . 

Обозначим 
1
( , ) 

−
  функцию, обратную к функции ( , )  . Функция 

1 ˆ( , ) : ( ( ( ) , ), )f u y u     
−

−
= + , 

2
(0, )u u , 

3 3 3
(0, ) ( , )     − , задает отображение со-

ответствия ˆ( ( ) ) ( ( ( , )))y u I f u    
− −

− +  по траекториям поля X
 , 

3 3 3
(0, ) ( , )     − . Функция ( , ) : ( ( , ), )f f    =   – функция последования по траек-

ториям поля X
 . Для нее ( , ) 0

u
u   . Нетрудно проверить, что справедливы следую-

щие утверждения: 

 ( , ) ( , ) ( , ) 0u u f u u d u  
    

 =  =  = ; (11) 
 

 ( , ) , ( , ) 1 ( 1) ( , ) 0, ( , ) 0 ( 0)
uu

u u u d u d u   
    

  =     =   ; (12) 
 

 ( , ) , ( , ) 1, ( , ) 0 ( , ) ( , ) 0 , ( , ) 0
u uu u uu

u u u u d u d u d u     
      

    =  =    = =  . (13) 
 

Ввиду (4), (5), (8) и (10) существуют такие 2
(0, )u u  и 4 3

(0, ]  , что 
 

 
2
( , ) 0d u


   при всех (0, ]u u , 4 4 4

(0, ) ( , )     − . (14) 
 

Пусть (0, )u u . Вследствие (4), (5), (6) и (8) найдется такое 5 4
(0, ]  , что 

 

 ( , ) 0d u    при всех [ , ]u u u  , 5 5 5
(0, ) ( , )     − . (15) 

Обозначим 

 
1

( ) : exp
( ( ) 1)

R

L

k
u 

  

 
= − 

 − 

, 
1

( ) : exp
( ( ) 1)

L

R

k
u 

  

 
= − 

 − 

. (16) 

 

Можно считать, что 5
  выбрано столь малым, что при всех 5 5 5

(0, ) ( , )     −  

( )
R

u u  . 

Из (4)–(10) и (16) следует 
 

Лемма 2. Число 5
(0, ]   можно выбрать так, что для любого 

(0, ) ( , )     −  

 ( , ) 0
u

d u   , если  (0, ( )]
L

u u  , (17) 
 

 ( , ) 0
u

d u    если [ ( ), ]
R

u u u , (18) 
 

 ( , ) 0
uu

d u    если [ ( ), ( )]
L R

u u u  , (19) 
 

 
2
( , ) 1/ 2d u


   если (0, ( )]

R
u u  . (20) 

 

Из (17)–(19) получаем, что для любого (0, ) ( , )     −  функция ( , )d   имеет 

точку минимума 0
( ) ( ( ), ( ))

L R
u u u   , где 1

0
( )u C  , и 

 

 0
sgn ( , ) sgn( ( ))

u
d u u u  = − . (21) 

 

Из (20) и (21) следует, что 
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2

1
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2
u u

d u d u
 

  


=


= 


 для всех (0, ) ( , )     − . (22) 

Из (16), (4)–(6) и (8), считая   выбранным достаточно малым, получаем, что 

 
2 10

( ( ), ) 0d u
 

 
=

  для всех (0, ) ( , )     − . (23) 

Так как 2 ˆ( 0, ) ( ( ) , )d y    −+ = − , то ввиду (8) и (10) можно считать   столь 

малым, что 
2
( 0, ) 0d


 +  . Поэтому 

 2 2 1sgn ( 0, ) sgn( ( ))d b  + = −  для всех (0, ) ( , )     − . (24) 
 

Вследствие (24) и (17) 
2 2 10 ( )

( ( ), ) 0
b

d u
 

 
=

 . Отсюда и из (22) и (23), используя 

теорему о промежуточных значениях непрерывной функции и теорему о неявной 

функции, получаем, что 
1

(0, )    
3 1 2 1 1
( ) ( ( ), )b b     

 0 2 3 1
sgn ( ( ), ) sgn( ( ))d u b   = −  для всех (0, ) ( , )     − , (25) 

при этом 1

2
( )b C  . Так как 

1

2

3 1

0 2 3 1

( , )
( )

( ), ( )( , )

d u
b

u u bd u








  


 = −

 = =
, 

0
( ) ( ( ), ( ))

L R
u u u   , то из (16), (4), (5), (10) и (20) следует, что и 3

( 0) 0b + = . 

Вследствие (15), (21), (24), (25) и (17)–(19) функция ( , )d u  , (0, ]u u , при 

1
(0, )  , 2 2 1( )b  −    имеет единственный нуль ( )u 

+ , а ( ( ), ) 0ud u  +  ; при 

1
(0, )  , 2 1 2 3 1( ) ( )b b     имеет ровно два нуля ( ) (0, ( ))

L
u u 
−

 , в котором 

( ( ), ) 0ud u  −  , и ( ) ( ( ), )
R

u u u 
+

 , в котором ( ( ), ) 0ud u  +  ; при 1
(0, )  , 

2 3 1( )b =  имеет единственный (двукратный) нуль; при 1
(0, )  , 3 1 2( )b      не 

имеет нулей. 

Ввиду (11)–(13) получаем, что дугу ˆ ˆ( ( ), ( ) ]y y u  
−

− − + , (0, ) ( , )     − , пе-

ресекают следующие замкнутые траектории поля X  : при 2 2 1( )b  −    – устойчи-

вая гиперболическая замкнутая траектория, при 2 1 2 3 1( ) ( )b b     – устойчивая и не-

устойчивая гиперболические замкнутые траектории, при 2 3 1( )b =  – двойной цикл. 

При достаточно малых 0u u   и 0
+
  определено отображение 

 

ˆ( ( ) )) ( ( , ))y u u     
− +

− ++ , [ ,0)u u −  
 

 

по траекториям поля X


− , 2
( , )  

+ +
 − , для которого имеет место представление    

(4)–(5), конечно, с другими функциями l  и q , и функция 

ˆ( , ) : ( , ) ( ( ) , )d u u y u     
+ + −

= − + , нули u
  которой определяют точки ˆ( ( ) ))y u 

−
− + , 

через которые проходят замкнутые траектории поля X
 , при этом 

 

 ( , ) 0d u 
+

  для всех [ , ]u u u − − . (26) 
 

Как и выше доказывается, что   можно считать выбранным так, что (0, ) 
+

  и 

существует 1
C -функция 1

: (0, ) ( , )b   → −  со следующими свойствами: 1
(0, )    

1 1 2 1
( ) ( )b b  , дугу ˆ ˆ[ ( ) , ( ))y u y  

−
− −− , ( ˆ ˆ( [ ( ) , ( )))I y u y  

−
− −− ) (0, ) ( , )     − , пе-

ресекают следующие замкнутые траектории поля X  : при 2 1 1( )b =  – двойной цикл, 

при 1 1 2 2 1( ) ( )b b     – устойчивая и неустойчивая гиперболические замкнутые тра-
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ектории, при 2 1 2( )b      – устойчивая гиперболическая замкнутая траектория. 

Пусть [ , ]
c

u u u − − , [ , ]
c

u u u . Аналогично [12] можно построить кусочно-

гладкие замкнутые кривые 0
l  и l

+ , трансверсально пересекающие дугу 

0 ˆ ˆ( (0) , (0) )y u y u
−

− −− + , соответственно, в точках 0 ˆ( (0) ))
c

y u
−

− +  и 0 ˆ( (0) ))cy u
−

− + , 

причем 0
l , l

+  и : ( )l I l
− +
=  ограничивают окрестность U  полицикла   такую, что в U  

нет особых точек поля 0X , кроме O , а в точках 
0

U l l l
+ −

 =    траектории 0X  

трансверсальны гладким дугам U  и входят в U . Мы можем считать   выбранным 

столь малым, что при 
2

( , )   −  траектории поля X   также трансверсальны гладким 

дугам U  и входят в U , дуга ˆ ˆ( ( ) , ( ) )y u y u  
−

− −− +  содержится в U , а дуга 

ˆ ˆ( ( ) , ( ) )y u y u  
−

− −− +  пересекается с 0
l  и l

+ . 

Определим теперь множества 
j

 , 
j

 , 1,2,....6j = , как в формулировке теоремы. 

При (0, ) ( , )     −  любая замкнутая траектория поля UX   пересекается с 

дугой ˆ ˆ( ( ) , ( ) )y u y u  
−

− −− + . Ввиду (15) и (26) любая замкнутая траектория поля X   

пересекающаяся с дугой ˆ ˆ( ( ) , ( ) )y u y u  
−

− −− + , пересекается и с 

ˆ ˆ( ( ) , ( ) )y u y u  
−

− −− + . Из доказанного выше следует, что фазовые портреты вектор-

ных полей UX   при 6
   , 1

   , 1
   , 2

   , 2
   , 3

   , 3
    имеют вид, описанный 

в теореме. 

Ввиду (1) и (2)   можно считать столь малым, что поле UX   при 0 = , 4
    и 

6
    имеет единственную особую точку – седло-узел с координатами 0x y= = , а при 

4
   , 5

    и 5
    имеет ровно две особые точки – гиперболические седло и узел, ле-

жащие на дуге { ( ,0, ), ( , )}z x x c c =  − . Так как любая траектория поля UX   пересе-

кает дугу ( , )c c
−
− , то при рассматриваемых   все траектории поля  -предельны к 

особым точкам, и потому замкнутых траекторий у поля нет и фазовые портреты век-

торных полей UX   имеют вид, описанный в теореме. 
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