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Несмотря на бурное развитие вычислительной техники, качественные методы 

интегрирования динамической системы 
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где ),(),,( yxQyxP  – аналитические функции в области 2RD  , не потеряли своей ак-
туальности и в настоящее время. Во многом это объясняется тем, что численные мето-
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ды позволяют строить лишь локальный фазовый портрет системы при обязательном 
выборе конкретных значений параметров системы. 

Целью качественного интегрирования системы (1) является установление схемы 
поведения ее траекторий на всей фазовой плоскости [1, с. 60, 61]. Среди большого чис-
ла работ, посвященных исследованию системы (1), значительное место занимают рабо-
ты, в которых усилиями многочисленных авторов решаются различные проблемы каче-
ственной теории в случае, когда система (1) имеет вид 
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где 1),(,,  nnijij QPRba . 

В качественной теории дифференциальных уравнений важная роль отводится 
такому объекту, как изоклина. Использование изоклин, как указано в работе [2], вносит 
методологический аспект при исследовании поведения фазовых траекторий систе-
мы (2). Так, широко известен «метод двух изоклин» (метод Н. П. Еругина), который 
успешно применяется и в настоящее время (см., например, [3, 4]). Еще в фундамен-
тальной работе [5] В. В. Немыцкий указывал на широкие возможности качественного 
исследования системы (2) с помощью главных изоклин. Здесь особо следует отметить 
тот случай, когда в роли главных изоклин выступают прямолинейные изоклины (далее 
в тексте – прямые изоклины). Насколько нам известно, первые научные публикации, 
освещающие применение прямых изоклин, появились в 60-е годы прошлого столетия. 
Так, А. Н. Берлинский в диссертационной работе [6] показал возможность приведения 
системы (2) при 2n  к каноническому виду благодаря прямым изоклинам. 

Под канонической формой записи системы (2), согласно работе [7], будем пони-
мать такую форму ее записи, при которой 
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где ),1,,1(, sjkiji   – целые неотрицательные числа, причем 

 ),(),(,00
11

yxQyxP
s

j
j

k

i
i 








 



  – либо многочлен нулевой степени, либо много-

член степени ,2n  не имеющий множителей вида .cbyax   
В дальнейшем систему (2) в случае )3(2  nn  будем называть квадратичной 

(кубической). 
Представление квадратичной системы в канонической форме сделало возмож-

ным решение проблемы сосуществования четырех ее состояний равновесия, а именно 
доказана 

 

Теорема 1 [8]. Если квадратичная система имеет четыре состояния равнове-
сия, образующих выпуклый четырехугольник, то две его противоположные вершины – 
седла, а две другие – антиседла; в случае невыпуклого четырехугольника внутренняя 
вершина – седло (антиседло), а внешние вершины – антиседла (седла). 

 

Замечание 1. Четырехугольник называется невыпуклым, если одна из его вер-
шин расположена внутри треугольника, образованного тремя другими вершинами. 

 

Замечание 2. Под антиседлом следует понимать простое состояние равновесия, 
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не являющееся седлом. 
 

Китайский математик Тун-Цзинь-чжу в статье [9] полностью решил вопрос о 
взаимном расположении трех предельных циклов квадратичной системы, используя 
при этом свойства прямых изоклин. Исчерпывающее исследование квадратичной си-
стемы на предмет существования и взаимного расположения прямых изоклин квадра-
тичной системы проведено в работе [10] Л. В. Шаховой. После опубликования упомя-
нутых выше работ А. Н. Берлинского, Тун-Цзинь-чжу, Л. В. Шаховой наблюдалось от-
сутствие сколь-нибудь значимого интереса к теме «прямые изоклины полиномиальных 
векторных полей». Лишь спустя три десятилетия в 1994 году появляется работа [11] 
Новосибирского математика В. М. Чересиза «Об изоклинах полиномиальных вектор-
ных полей», в которой дается оценка числа прямых изоклин системы 
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проходящих через состояние равновесия )0,0(O  при условии, что m  и n  – числа раз-
ной четности. 

Основным результатом работы [10] является 
 

Теорема 2. Если дифференциальное уравнение траекторий квадратичной си-
стемы имеет хотя бы одну особую точку, то семейство его изоклин содержит хотя 
бы одну прямую изоклину. 

 

В работе [9] доказана 
 

Лемма 1. По крайней мере одна прямая из пучка прямых, проходящих через со-
стояние равновесия квадратичной системы, является ее изоклиной. Прямая, проходя-
щая через любые два состояния равновесия, есть изоклина (в том случае, конечно, ко-
гда число состояний равновесия больше, чем одно). 

 

Нетрудно заметить, что в теореме 2 и лемме 1 в разных формулировках утвер-
ждается существование хотя бы одной прямой изоклины, проходящей через состояние 
равновесия квадратичной системы. 

Общим в работах [6, 8–10] является то, что существование хотя бы одной пря-
мой изоклины, проходящей через состояние равновесия квадратичной системы, дока-
зывается в них на основе критерия распадения кривой второго порядка, а именно усло-
вия равенства нулю третьего инварианта [12]. 

Утверждение авторов работ [8–10] относительно существования хотя бы одной 
прямой изоклины, проходящей через состояние равновесия квадратичной системы, яв-
ляется следствием работы [11]. 

К числу более поздних публикаций, посвященных изучению прямых изоклин 
полиномиальных векторных полей на плоскости, относятся работы [13, 14]. На основе 
статей [10, 13, 14] написана книга [15] под названием «Прямые изоклины и канониче-
ские формы полиномиальных дифференциальных систем на плоскости». Главный ре-
цензент этой книги – заслуженный деятель науки республики Беларусь, доктор физико-
математических наук, профессор кафедры дифференциальных уравнений Белорусского 
государственного университета Н. А. Лукашевич. В данной книге приводится новое 
доказательство теоремы о существовании хотя бы одной прямой изоклины, проходя-
щей через состояние равновесия квадратичной системы, не опирающееся на сведения 
из теории плоских кривых второго порядка. В процессе доказательства этой теоремы 
получено характеристическое уравнение 
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прямой изоклины, проходящей через состояние равновесия )0,0(O  системы 
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где 
 0,1),(,, 0110011022  bbaaQPRba ijij . (6) 

Уравнение (4) названо характеристическим, так как ему удовлетворяют возмож-
ные направления (угловые коэффициенты k ) прямых изоклин, проходящих через со-
стояние равновесия )0,0(O  системы (5). Согласно уравнению (4), при условии (6) через 
состояние равновесия квадратичной системы проходит не менее одной и не более трех 
прямых изоклин. Отметим наиболее значимые, на наш взгляд, результаты работы [15]. 

1. Если прямая 0:  bkxyl  проходит через состояния равновесия 

niyx ii ,1),,(   системы (2), то l  изоклина этой системы. 

2. Пусть кривая L изоклина системы (1), то есть выполняется равенство 
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Тогда в результате невырожденного преобразования 
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L  трансформируется в изоклину L  системы 
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где 0, 
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d , так, что 
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Замечание 3. Равенство (7) будем трактовать так: на изоклине L  система (1) 
индуцирует направление m . 

 

Замечание 4. Из равенства (10) следует, что произвольную изоклину системы 
(1) можно перевести посредством преобразования (8) в одну из главных изоклин, а 
именно если )( mm   , то L  – изоклина нуля (бесконечности) системы (9). 

 

3. Точка ),( 00 yxM  – состояние равновесия системы (1) тогда и только тогда, ко-

гда существуют хотя бы две изоклины 21, LL , проходящие через M , на которых эта си-
стема индуцирует различные направления. 

4. Если квадратичная система имеет четыре состояния равновесия, то подходя-
щим преобразованием (8) ее можно привести к каноническому виду 
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5. Квадратичная система имеет не более шести прямых изоклин при условии, 
что ее правые части не являются однородными многочленами. 

Как показано выше, через каждое состояние равновесия квадратичной системы 
проходит хотя бы одна прямая изоклина. Однако это свойство не характерно для куби-
ческой системы. 

 

Пример 1 [15]. Через состояние равновесия )0,0(O  системы 
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не проходит ни одна прямая изоклина. 
 

6. Через состояние равновесия кубической системы, правые части которой не 
являются однородными, проходит не более пяти прямых изоклин. 

7. Если на кривой второго порядка 2L  расположены 6 состояний равновесия ку-

бической системы, то 2L  – изоклина этой системы. В терминах теории плоских кривых 
третьего порядка это утверждение трактуется так: если кривые третьего порядка 

0),(,0),( 33  yxPyxQ  на плоскости имеют 6 общих точек, принадлежащих кониче-

скому сечению, то в пучке кривых 0),(),( 33  yxmPyxQ  имеется кривая, распадающа-

яся на прямую и коническое сечение. 
8. Если кубическая система имеет 9 состояний равновесия в ограниченной части 

фазовой плоскости, то любая ее прямая изоклина проходит через три состояния равновесия. 
9. Если кубическая система имеет 9 состояний равновесия и не менее девяти 

прямых изоклин, то множество M  всех ее прямых изоклин может быть разбито на не-
пересекающиеся непустые подмножества только одним из двух способов: 
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Символом jm
il  обозначена прямая изоклина il , на которой индуцировано 

направление jm . 

Прямые изоклины sm
rl  и vm

ul  считаются различными, если .0 vs mmur  

10. Кубическая система, правые части которой не являются однородными, име-
ет не более десяти прямых изоклин. 

11. Из предыдущего пункта следует важное для теории плоских кривых третье-
го порядка утверждение: в пучке кривых третьего порядка с девятью базисными точка-
ми не более трех кривых, каждая из которых распадается на три прямые. Если таких 
кривых три, то, быть может, еще одна кривая пучка распадается на прямую и неприво-
димую кривую второго порядка. 

В статье [7] дается краткий обзор результатов работ по теории прямых изоклин 
плоских полиномиальных векторных полей, рассматриваются некоторые приложения 
этой теории к квадратичным и кубическим системам. В частности, доказывается извест-
ная теорема Берлинского [8] о числе особых точек второй группы дифференциального 
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уравнения траекторий квадратичной системы. Оценке сверху общего числа прямых изо-
клин системы (2) при произвольном 2,  nNn  посвящена статья [16], в которой дока-
зано, что количество K  прямых изоклин системы (2) удовлетворяет неравенству 

 2,56  nnK . (13) 

В настоящее время нам неизвестны примеры, показывающие, что оценка (13) 
точна. Так как инвариантная прямая системы (2) является прямой изоклиной, то проце-
дура доказательства неравенства (13) позволила установить, что количество инвари-
антных прямых I  системы (2) удовлетворяет неравенству 

 13  nI . (14) 
Ранее иным способом доказано неравенство (14) в работе [17]. В работе [16] 

также доказано, что количество параллельных между собой прямых изоклин и количе-
ство прямых изоклин системы (2), инцидентных отдельно взятому состоянию равнове-
сия, ограничены сверху числом .12 n  

Все утверждения в [16] доказываются при выполнении условий: 
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4) система (2) имеет хотя бы одно состояние равновесия. 
Теорема об оценке числа прямых изоклин системы (2), проходящих через состо-

яние равновесия, в работе [2] доказана способом, отличным от способа доказательства 
в [16]. Из доказанного в [2] утверждения: какие бы 1n  прямых изоклин системы (2) 
ни взять, среди них найдутся хотя бы две прямые, на которых индуцированы различ-
ные направления, следует, что дифференциальное уравнение 
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фазовых траекторий системы (2) имеет не более n  различных интегральных прямых с 
одним и тем же угловым коэффициентом. 

Обобщением доказанного в [15] утверждения: на противоположных сторонах 
выпуклого четырехугольника, вершинами которого являются состояния равновесия 
квадратичной системы, индуцировано одно и то же направление, является 

 

Теорема 3 [2]. Пусть прямая 1l  проходит через состояния равновесия nAAA ,...,, 21  

системы (2) и 2l  – прямая изоклина этой же системы, причем ).,1(2 nilAi   Тогда си-

стема (2) индуцирует одно и то же направление на прямых 1l  и 2l . 
 

На основании теоремы 3 доказана 
 

Теорема 4 [2]. Если через каждую из особых точек nAAA ,...,, 21  дифференциаль-

ного уравнения (15) проходит одна и только одна прямая изоклина l , то число прямых 
изоклин уравнения (15) не превосходит .n  

 

Из теоремы 4 следует утверждение, которое в терминах теории плоских кривых 
формулируется так: если плоские кривые порядка n  имеют n  общих точек nAAA ,...,, 21 , 

расположенных на прямой l , и не существует ни одной прямой, принадлежащей пучку 
кривых 

 0),(),(  yxmPyxQ nn  (16) 

и проходящей через точку  niAi ,...,2,1,  , то в пучке (16) содержится только одна 



ISSN 2410-3225 Вестник Адыгейского государственного университета 
Серия: Естественно-математические и технические науки. 2024. Вып. 2 (341) 

Bulletin of Adyghe State University. Series: Natural-Mathematical and Technical Sciences. 2024. Iss. 2 (341) 

17 

распадающаяся кривая nL , среди компонент которой есть хотя бы одна прямая, в 

том числе прямая l . 
 

Пример 2 [2]. Дифференциальное уравнение 
yxxyyx

yxyyx

dx

dy








243

343
22

22

 име-

ет при 3  две особые точки )1,0(),0,0(  [18], которые принадлежат одной и только 
одной прямой .0x  В пучке кривых  

0)32123(3439 2222  yxxyyxmyxyyx  

содержится единственная распадающаяся кривая 0)184(  yxx , соответствующая 
значению .1m  

Непосредственное отношение к теории прямых изоклин имеет доказанная в ра-
боте [19] 

 

Теорема 5. Если nn 2  состояний равновесия системы (2) расположены на 
кривой 1nL  порядка ,1n то 1nL  – изоклина этой системы. 

 

Следствием теоремы 5 является утверждение о том, что прямая, проходящая че-
рез два состояния равновесия квадратичной системы, является ее изоклиной. Доказан-
ная в [20] теорема, согласно которой коническое сечение 2L  – изоклина кубической 

системы, если 2L  проходит через 6 ее состояний равновесия, также непосредственно 
следует из теоремы 5. 

Особо следует отметить, что прямые изоклины и связанные с ними канониче-
ские формы полиномиальных векторных полей могут эффективно использоваться при 
решении различных проблем качественной теории. Так, в статье [21] доказано отсут-
ствие предельных циклов системы 

 

2

2
0

2

2
0

( , ),

( , ),

i j
ij

i j

i j
ij

i j

dx
a x y P x y

dt

dy
b x y Q x y

dt

 

 

  


  





 (17) 

где 1),(,, 22  QPRba ijij , при условии, что на прямой 0),(),(: 22  yxQyxPl yx  эта си-

стема имеет два состояния равновесия. Доказательство основано на аффинных преоб-
разованиях переменных ,, yx  приводящих систему (17) к каноническому виду. Ранее 
этот факт доказан авторами работы [22] в следующей формулировке: система 

 














2
0211

2
20011000

,1

yaxyaxayaxaa
dt

dy

xy
dt

dx

 (18) 

при наличии у этой системы двух негрубых фокусов, или негрубого фокуса и седла с 
равными по модулю характеристическими числами, или двух седел, каждое из которых 
имеет равные по модулю характеристические числа, не имеет предельных циклов. До-
казательство основано на нелинейных преобразованиях фазовых переменных. 

Об актуальности вопроса о прямых изоклинах автономных дифференциальных 
систем на плоскости также свидетельствует доказанная в [23] 

 

Теорема 6. Пусть система (17) имеет ось симметрии S-типа и два состояния 
равновесия второй группы 1  и 2  в ограниченной части фазовой плоскости. Тогда 

1  и 2  – центры. 
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Согласно определению [23], ось симметрии S-типа является инвариантной пря-
мой, а следовательно, прямой изоклиной. Это дает возможность привести исследуемую 
систему к каноническому виду посредством преобразования (8). 

 

Пример 3 [23]. Система 














)1(

,485 22

xy
dt

dy

xyx
dt

dx

 

имеет ось симметрии S-типа 0y  и два состояния равновесия )1,1(),1,1( 21   второй 
группы, то есть для них существует проблема отличия центра от фокуса [24]. По теоре-
ме 6 оба состояния равновесия являются центрами. 

 

Элементарно доказывается также ацикличность системы (17), имеющей ось 
симметрии N типа. Ось симметрии N типа системы (2) представляет собой прямую 
изоклину, которую пересекают траектории под прямым углом [25]. 

 

Замечание 5. Номера теорем и лемм в данной работе не обязательно совпадают 
с их номерами в источниках ссылок. 

 

Замечание 6. Термин «состояние равновесия системы (2)» мы применяем к точ-

кам, удовлетворяющим системе 







0),(

,0),(

yxQ

yxP
, в отличие от термина «особая точка», 

применяемого по отношению к дифференциальному уравнению. 
 

Отметим, что возможности для исследователей, предоставляемые теорией пря-
мых изоклин, позволяют проводить весьма тонкие исследования. Об этом говорят и не-
давние работы (см. [26–30] и цитируемую в них литературу). 
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