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Аннотация. Рассматривается двухпараметрическое семейство гладких векторных 

полей на плоскости, инвариантных относительно инволюции I, неподвижные точки которой 
образуют гладкую линию F. Предполагается, что при нулевых значениях параметров вектор-
ное поле имеет два седла на линии F, причем дуга  линии F между ними является их общей се-
паратрисой, а также два симметричных седла, выходящие и входящие сепаратрисы которых 
идут в указанные седла на F. Эти сепаратрисы и седла образуют полицикл, состоящий из двух 
симметричных контуров, имеющих общую дугу, принадлежащую F. Для типичных семейств 
описано разбиение окрестности нуля на плоскости параметров на классы топологической эк-
вивалентности векторных полей в окрестности полицикла. 
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of a dynamical system invariant under involution, 
having a curve of fixed points 
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Abstract. We consider a two-parameter family of smooth vector fields on the plane invariant 

with respect to an involution I whose fixed points form a smooth line. It is assumed that for zero values 
of the parameters the vector field has two saddles on the line F, with the arc of the line F between 
them being their common separatrix, as well as two symmetric saddles whose outgoing and incoming 
separatrices go to the indicated saddles on F. These separatrices and saddles form a polycycle con-
sisting of two symmetric contours with a common arc belonging to F. For generic families, we de-
scribe a partition of the neighborhood of zero on the plane of parameters into classes of topological 
equivalence of vector fields in the neighborhood of the polycycle. 
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Введение 

 

Изучение бифуркаций гладких динамических систем с различными видами сим-
метрий представляет как теоретический, так и практический интерес [1]. 

Пусть С  – диффеоморфизм 2 2:I R R  плоскости 2R  является инволюцией, то 
есть 2I I I o  – тождественное отображение, а множество Fix  неподвижных точек ин-
волюции является гладкой линией – связным одномерным C -подмногообразием 2R . 
Простейший пример такой инволюции: 2 2

1 2 1 2( , ) ( , )z z z z   R R . 

Векторное поле v  в 2R  инвариантно относительно I , если 
2z R ( ( )) ( ( ))dI z I zv v . Для любой траектории L  поля ( )I L  – также траектория. 

Множество Fix  состоит из траекторий, 2 \ FixR  состоит из двух связных компонент, 
которые обозначим 2

R  и 2
R . 

Локальные бифуркации в типичных однопараметрических семействах векторных полей 
с рассматриваемой симметрией тривиальны, а в типичных двухпараметрических се-
мействах описаны в [2]. Нелокальные бифуркации в однопараметрических семействах 
указаны в [3]. Бифуркации полициклов, образованных сепаратрисами негрубых особых 
точек, в типичных двухпараметрических семействах с такой симметрией рассматрива-
лись в работах [4] и [5]. В настоящей работе изучаются типичные двухпараметрические 
бифуркации полициклов, образованных сепаратрисами грубых седел. 

 

1. Условия 
 

Рассмотрим семейство векторных полей 1 1 2 2( ) ( , ) / ( , ) /z Z z z Z z z       v , 

инвариантных относительно инволюции I . Будем предполагать, что 1Z  и 2Z  являются 
rC -гладкими функциями ( 3r  ) точки 2

1 2( , )z z z R  и двумерного параметра  , 

меняющегося в окрестности 0  нуля в 2R . 
Пусть для векторного поля 0v  выполняются следующие условия ( 1C ) – ( 3C ) 

(рис. 1). 
 

( 1C ) Поле 0v  имеет два гиперболических седла 0 FixkO   ( 1,2k  ) с характери-

стическими показателями 0
1 0k  , 0

2 0k   и два гиперболических седла 0 FixO   и 
0 0( )O I O   с характеристическими показателями 0

3 0   и 0
3 0  . Седловые индексы 

0 0 0
2 1: /i i i     ( 1,2,3i  ) удовлетворяют неравенствам 0

3 1  , 0 0
1 2 1    и 0 0 0

1 2 3 1    . 
 

( 2C ) Открытая дуга 0 0
1 2 FixO O   с концами в точках 0

1O  и 0
2O  является входя-

щей сепаратрисой седла 0
1O  и выходящей сепаратрисой седла 0

2O . Существуют тра-

ектория + 2
1L  R  ( 2

1 1( )L I L 
  R ), являющаяся выходящей сепаратрисой седла 0

1O  и 

входящей сепаратрисой седла 0O  ( 0O ), и траектория +
2L  ( 2L ), являющаяся входящей 

сепаратрисой седла 0
2O  и выходящей сепаратрисой седла 0O  ( 0O ). 

 

( 3C ) Область 2G  R , ограниченная сепаратрисным контуром 
 



ISSN 2410-3225 Вестник Адыгейского государственного университета 
Серия: Естественно-математические и технические науки. 2024. Вып. 3 (346) 

Bulletin of Adyghe State University. Series: Natural-Mathematical and Technical Sciences. 2024. Iss. 3 (346) 

– 13 – 

  0 0 0 0
1 2 1 1 2 0Г := , ,O O L O O O    , 

 

не пересекается с сепаратрисами седла 0O . 

Пусть 2: ( 1,1)k   R  ( 1,2k  ) – такие rC -вложения, трансверсальные траекто-

риям поля 0v , что +(0)k kL  , (0,1)k G  . Окрестность нуля 1 0    можно выбрать 

так, что для любого 1   поле v  имеет седла ( ) FixkO   , ( ) r
kO C  , 0(0)k kO O  

( 1,2k  ), с характеристическими показателями 1( ) 0k    и 2( ) 0k   , а также седла 

( )O  , ( ) rO C   , 0(0)O O  , и ( ) ( ( ))O I O    с характеристическими показателями 

31( ) 0    и 32 ( ) 0   . Так как инвариантные многообразия седла 1rC   гладко зависят 

от параметра  , то можно считать, что седло ( )kO   имеет выходящую при 1k   и вхо-

дящую при 2k   сепаратрису ( )kL  , трансверсально пересекающую дугу ( 1,1)k   в 

точке ( ( ))k ku  , где 1( ) r
ku C   , (0) 0ku  , а седло ( )O   имеет входящую при 1k   и 

выходящую при 2k   сепаратрису ( )kL  , трансверсально пересекающую дугу ( 1,1)k   

в точке ( ( ))k ku  , где 1( ) r
ku C   , (0) 0ku  . 

 

 
 

Рис. 1. Полицикл и его окрестность 
 

Fig. 1. The polycycle and its neighborhood 
 

Обозначим ( ) : ( ) ( )k k ku u      и потребуем выполнения условия 
 

 

( 4C ) Производные 1(0)   и 2 (0)   линейно независимы. 
 

Оно не зависит от произвола в выборе отображений k . 

При условии ( 4C ) можно выбрать в некоторой окрестности нуля 1    1rC   – 

координаты 1 2,   так, что для любого    
 

 ( ) ( )k k ku u    , 1,2k  . (1) 
 

Теперь можно считать 1 2( , )   , а 2( , )       при некотором 0   . 

Далее ограничимся рассмотрением только случая 0
3 1  , поскольку случай 0

3 1   сво-

дится к 0
3 1   переходом к семейству векторных полей v , 0  . 
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2. Результаты 
 

Теорема. Пусть семейство векторных полей v , 
0

   , удовлетворяет услови-

ям (
1

C ) – (
4

C ). Тогда можно выбрать окрестность ( )U I U=  полицикла + −
 =     

(рис. 1) и окрестность 2
: ( , ) 


 = −    нуля со следующими свойствами: 

 

1) В случае 0

3
1  , 0 0

1 2
1   , 0 0 0

1 2 3
1     существует разбиение области пара-

метров   на множества (рис. 2) 0 {(0, 0)} = , 
j

 , 
j

 , 1, 2,..., 7j = , где 1 (0, ) {0} =  , 

2 1
{ : ( )}

i i
b   = = , 1

((0, ), (0, ))ib C   , (0 ) (0 ) 0i ib b+ = + = , 2,3i = , 4 {0} (0, ) =  , 

5 ( , 0) {0} = −  , 6 2 6 1
{ : ( )}b   = = , 1

6 (( , 0), ( , 0))b C   − − , 6 6(0 ) (0 ) 0b b− = − = , 

7 {0} ( , 0) =  − , 
j

  – связная компонента 7

0
\

j j=
 U , в границу которой входят 

j
  и 

1j+
  (здесь 8 1

: =  ), такое, что схемы фазовых портретов векторных полей v , 

   , в U  имеют вид, указанный на рисунке 2 (изображены только траектории в 
2

U
+

R ). 
 

 
 

Рис. 2. Бифуркации фазовых портретов в случае 
0

3
1  , 

0 0

1 2
1   , 

0 0 0

1 2 3
1     

 

Fig. 2. Bifurcations of phase portraits in the case 0

3
1  , 0 0

1 2
1   , 0 0 0

1 2 3
1     
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2) В случае 0

3
1  , 0 0

1 2
1   , 0 0 0

1 2 3
1     существует разбиение области пара-

метров   на множества (рис. 3) 0 {(0, 0)} = , 
j

 , 
j

 , 1, 2,..., 7j = , где 

1 (0, ) {0} =  , 2 2 2 1
{ : ( )}b   = = , 1

2 ((0, ), (0, ))b C   , 2 2(0 ) (0 ) 0b b+ = + = , 

3 {0} (0, ) =  , 4 ( , 0) {0} = −  , 2 1
{ : ( )}

i i
b   = = , 1

(( , 0), ( , 0))ib C   − − , 

(0 ) (0 ) 0i ib b− = − = , 5,6i = , 7 {0} ( , 0) =  − , 
j

  – связная компонента 

2 7

0
( , ) \

j j
 

=
− U , в границу которой входят 

j
  и 

1j+
  (здесь 8 1

: =  ), такое, что схе-

мы фазовых портретов векторных полей v ,    , в U  имеют вид, указанный на ри-

сунке 3 (изображены только траектории в 2
U

+
R ). 

 

 
 

Рис. 3. Бифуркации фазовых портретов в случае 0

3
1  , 0 0

1 2
1   , 0 0 0

1 2 3
1     

 

Fig. 3. Bifurcations of phase portraits in the case 0

3
1  , 0 0

1 2
1   , 0 0 0

1 2 3
1     

 

3) В случае 0

3
1  , 0 0

1 2
1    существует разбиение области параметров   на 

множества (рис. 4) 0 {(0, 0)} = , 
j

 , 
j

 , 1, 2,..., 6j = , где 1 (0, ) {0} =  , 

2 2 2 1
{ : ( )}b   = = , 1

2 (0, ), ( , ))b C    − , 2 2(0 ) (0 ) 0b b+ = + = , 3 {0} (0, ) =  , 

4 ( , 0) {0} = −  , 5 1 5 2
{ : ( )}b   = = , 1

5 (( , 0), ( , 0))b C   − − , 5 5(0 ) (0 ) 0b b− = − = , 

6 {0} ( , 0) =  − , 
j

  – связная компонента 6

0
\

j j=
 U , в границу которой входят 

j
  и 

1j+
  (здесь 7 1

: =  ), такое, что схемы фазовых портретов векторных полей v , 

   , в U  имеют вид, указанный на рисунке 4 (изображены только траектории в 
2

U
+

R ). 
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Доказательство. Пусть 0

3
1  , 0 0

1 2
1   , 0 0 0

1 2 3
1    . Обозначим 

2 1
( ) : ( ) / ( )

k k k
     = −  седловой индекс седла ( )

k
O   для 1,2k =  и седла ( )O 


 для 3k = . 

Из [6, п. 13.8] следует, что при достаточно малых 
1

0u  , 
1

0v   и 

1 1
0 min{ , }v 


   определены отображение 1 1 2 2( ( ) ) ( ( ) ( , ))u u u u     

+ +
+ → + , 

1
(0, )u u  по траекториям поля 

v , 2

1 1
( , )   − , где 

 

 3 ( )

1 1
( , ) ( ) ( , )u l u q u

 
   = + , 1

( )l C  , ( ) 0l   , (2) 
 

 3 1( )

1
| ( , ) / |

ii i
q u u u

  


− +
   , 3 1( )

1
| ( , ) / |

j
q u u

  
 

+
    при 1

0 1  , 0,1,2i = , 1, 2j = ,  (3) 

и отображение 

 1 1 2 2 ˆ( ( ) ) ( ( ) ( , ))u v u v     + → + , 
1

(0, )v v  (4) 
 

по траекториям поля 
−v , 2

1 1
( , )   − , где 

 

 ( )

2 2
ˆ ( , ) ( ) ( , )v l v q v

 
   = + , 1 2

( ) 1 /( ( ) ( ))     = , 1

2
( )l C  , 2

( ) 0l   , (5) 
 

 2( )

2
| ( , ) / |

ii i
q v v v

  


− +
   , 2( )

2
| ( , ) / |

j
q v v

  
 

+
    при 2

0 1  , 0,1,2i = , 1, 2j = .  (6) 
 

 
 

Рис. 4. Бифуркации фазовых портретов в случае 
0

3
1  , 

0 0

1 2
1    

 

Fig. 4. Bifurcations of phase portraits in the case 
0

3
1  , 

0 0

1 2
1    

 

Ввиду (1) отображение (4) можно записать в виде 

1 1 2 2( ( ) ) ( ( ) ( , ))u u u u     
+ +

+ → + , где 
 

 2 1ˆ( , ) ( , )u u     = + − , 1 1 1
( , )u v  − . (7) 

 

Доопределим функции ( , )u   и ( , )u  , положив 
 

 (0, ) 0  = , 1 2( , )   = . (8) 
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Вследствие (5)–(7) можно считать, что при выбранных 
1

v  и 
1

   ( , ) 0u u    для 

1 1 1
( , )u v  − , и потому функция ( , )   имеет обратную, которую обозначим 

1
( , ) 

−
 . Введем функцию расхождения ( , ) : ( , ) ( , )d u u u    = − , определенную на 

множестве 
 

1 1 1 1 1 1 1
{( , ) : [0, ), ( , 0] ( , ) [ , ), (0, ) ( , )}u u u u u         

+ +
  −  −     − , 

 

где 1 1
min{ , }u v u

+
= − , и функцию последования 1

( , ) : ( ( , ) , )P     
−

 =  . 

Поле 
v  имеет замкнутую траекторию, проходящую через точку 1 1( ( ) )u u 

+
+ , 

где 1
( , )u u

 +
 , если 1 1 1

(0, ) ( , )     − , (0, )u u
 +
 , если 1 1 1

( , 0] ( , )    −  − , тогда и 

только тогда, когда u
  – неподвижная точка функции последования ( , )P u u =  и нуль 

функции расхождения ( , ) 0d u  = . Если ( , ) 0ud u    ( ( , ) 0ud u   ), то ( , ) 1uP u    

( ( , ) 1uP u   ) и замкнутая траектория является грубым устойчивым (неустойчивым) 

предельным циклом; если ( , ) 0ud u  = , ( , ) 0uud u   , то ( , ) 1uP u  = , ( , ) 0uuP u   , и 

замкнутая траектория является двойным циклом. 

Так как 0 0

1 2
1   , 0 0 0

1 2 3
1    , то 0 0

1 2
(0) 1/( ) 1  =  , 3

(0) (0)  . Из (4)–(7) полу-

чаем (0) (0)

2
( ,0) (0) ( )d u l u o u

 
= + , 

2
( ,0) 1 ( )d u o u


 = + , и потому при некотором (0, )u u

+
   

( ,0) 0d u  , для (0, ]u u , 
2
( ,0) 1/ 2d u


   для [0, ]u u . Но тогда существует число 

1
0 min{ , / 2}u    такое, что 

 

 ( , ) 0d u    для всех 
2

( , )   − , (9) 
 

   
2
( , ) 0d u


  , если (0, ) ( , )     − , 1

( , ]u u  или ( ,0] ( , )    −  − , (0, ]u u .  (10) 

Пусть сначала (0, ) ( , )     − . Так как 3
1 (0) (0)   , то существует такое 

число 1N  , что 1 3
: ( (0) 1) ( (0) 1) 0N   = − − −  , 2 3

: ( (0) 2) ( (0) 2) 0N  = − − −  . То-

гда   можно считать выбранным так, что для всех (0, ) ( , )     −  
 

 3
1 ( ) ( )     , 3 3

( ) ( ) : ( (0) (0)) / 2     −   = − , (11) 
 

 3 1
( ( ) 1) ( ( ) 1) / 2N    − − −   , 3 2

( ( ) 2) ( ( ) 2) / 2N   − − −   . (12) 
 

Пусть 
1 1

( ) :
N

L
u   = + , 1

( ) : 2
R

u  = . Для них 1
( ) ( )

L R
u u u      при 

(0, ) ( , )     − . 

Покажем, что u  и   можно выбрать так, что 
 

 ( , ) 0
u

d u   , если 1
( , ( )]

L
u u  , ( , ) 0

u
d u   , если [ ( ), ]

R
u u u , (13) 

 

 ( , ) 0
uu

d u   , если [ ( ), ( )]
L R

u u u  . (14) 
 

Действительно, считая u  и   достаточно малым, из (2), (3), (5)–(7), (11) и (12) 

получаем: 
 

для [ ( ), ]
R

u u u  3 ( ) 1

1
( , ) 2 (0)

u
u l u

 
 

−  , ( ) 1

2
( , ) 0,5 (0)( / 2)

u
u l u

 
 

−  , и потому 
 

( ) ( )3 3
( ) 1 ( ) 1( ( ) ( )) (0)( )

2 1 2 12 2
( , ) (0,5 (0) 2 (0) ) (0,5 (0) 2 (0) ) 0u u

u
d u l l u l l u

        


− −−   −  −  ; 
 

для 1
( , ( )]

L
u u   3 ( ) 1

1 1
( , ) 0,5 (0)

u
u l

 
  

−  , ( ( ) 1)

2 1
( , ) 2 (0)

N

u
u l

 
  

−  , и потому 
 

3 3 1( ) 1 ( ( ) 1) ( ( ) 1) / 2

1 2 1 1 2 1
( , ) (2 (0) 0,5 (0)) (2 (0) 0,5 (0)) 0

N

u
d u l l l l

     
   

− − − −   −  −  ; 
 

для [ ( ), ( )]
L R

u u u   в случае ( ) 2     3 3(0) ( ) 2

1 1
( , ) 2 (0)

uu
u l

  
  

−  , ( , ) 0,
uu

u    
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( ) 2)(

2 1
5 (0)

N
l

 


−

, и потому 
 

3 3 3 2(0) ( ( ) 2) ( ( ) 2) (0) / 2( ( ) 2) ( ( ) 2)

1 2 1 1 1 2 1
( , ) (0,5 (0) 2 (0) ) (0,5 (0) 2 (0) ) 0

NN N

uu
d u l l l l

        
    

− − − − −  −  −  ; 
 

в случае 3
( ) 2 ( )       3 3(0) ( ) 2

1 1
( , ) 2 (0)

uu
u l

  
  

−  , ( ) 2

2 1
( , ) 0,5 (0)

uu
u l

 
  

−  , и потому 
 

3 3 3(0) ( ) ( ) (0)( ) 2 ( ( ) 2)

1 2 1 1 1 2 1
( , ) (0,5 (0) 2 (0) ) (0,5 (0) 2 (0) ) 0

uu
d u l l l l

        
    

−− −   −  −  ; 
 

в случае 3
( ) 2     3 ( ) 2

1 1
( , ) 2 (0)

uu
u l

 
  

−  , ( ) 2

2 1
( , ) 0,5 (0)

uu
u l

 
  

−  , и потому 
 

( ) 2

1 2 1
( , ) (0,5 (0) (0) ) 0

uu
d u l l

 
  

−   −  . 
 

Из (13) и (14) получаем, что для любого (0, ) ( , )     −  функция ( , )d   имеет 

точку минимума 

 ( ) ( ( ), ( ))
m L R

u u u   , (15) 

где 1
( )

m
u C  , и 

 sgn ( , ) sgn( ( ))
u m

d u u u  = −  для всех 1
( , ]u u . (16) 

 

Из (8) следует, что 1( , ) 0   =  при 2
0 = , и потому 

 

 
2

1 0( , ) 0d   =   для всех 1
(0, )  . (17) 

 

Ввиду (2), (3), (5)–(7) и (15) 
2 1 1 1

( ( ), ) ( )
m

d u o
 

   
=

= + . Поэтому можно считать 
 

 
2 1

( ( ), ) 0
m

d u
 

 
=

  для всех 1
(0, )  , (18) 

и, тем более, 

 
2 11

( , ) 0d
 

 
=

  для всех 1
(0, )  . (19) 

 

Из (17), (19), (10), из теоремы о промежуточных значениях непрерывной функ-

ции и теоремы о неявной функции имеем для любого 1
(0, )   такое число 

2 1
( ) (0, )b   , что 

 1 2 2 1sgn ( , ) sgn ( ( ))d b   = −  для всех (0, ) ( , )     − , (20) 

при этом 1

1
( )b C  , 

 1

2

1 1

1 1

2 1 11

( , ) ( , )
( )

( )( , )

u
d d

b
bd





   


  

 +
 = −

 =
. (21) 

 

Вследствие (2), (3), (5)–(7) 
1

(0,0) 0, (0,0) 0
u

d d


 = = . Поскольку 2
(0 ) 0b + = , то из 

(21) получаем 2
(0 ) 0b + = . 

Из (10) и (16) следует, что 
 

 
22 ( )

( ( ), ) ( , ) 0
mm u u

d u d u
 

  
=

=   для всех (0, ) ( , )     − . (22) 
 

Ввиду (17) и (21) 
2 1 1( )

( ( ), ) 0
m b

d u
 

 
=

  для всех 1
(0, )  . Отсюда из (18) и (22) 

получаем, что для любого 1
(0, )   существует такое число 3 2 1

( ) ( ( ), )b b   , что 
 

 2 3 1sgn ( ( ), ) sgn ( ( ))md u b   = −  для всех (0, ) ( , )     − , (23) 
 

при этом 1

3
( )b C  , 3 3

(0 ) (0 ) 0b b+ = + = . 

Пусть теперь ( ,0) ( , )    −  − . Мы можем считать, что 
 

 ( , ) 0
u

d u    для всех (0, ]u u . (24) 
 

Действительно, предполагая u  достаточно малым, из (2), (3), (5)–(7) и (11) по-
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лучаем 
3 ( ) 1

1
( , ) 2 (0)

u
u l u

 
 

−  , ( ) 1 ( ) 1

2 1 2
( , ) 0,5 (0)( ) 0,5 (0)

u
u l u l u

   
  

− −  −  , 
 

и потому ( ) 1

2 1
( , ) (0,5 (0) 2 (0) ) 0

u
d u u l l u

 


−   −  . 

Ввиду (2), (3) и (7) 2 1ˆ(0 , ) ( , )d     = + − . Поэтому 
2

0(0, ) 0d  =  . Вслед-

ствие (5) и (6) 
2 1

1 1(0 , ) ( )d o   = = +  и можно считать, что 
2 1

(0, ) 0d   =   для всех 

1
( , 0)  − . Из этих двух неравенств и из (10) получаем, что для любого 

1
( , 0)  −  

существует такое число 6 1 1( ) ( , 0)b   , что 
 

 2 6 1sgn (0, ) sgn ( ( ))d b  = −  для всех ( ,0) ( , )    −  − , (25) 
 

при этом 1
6 ( )b C  , 6 6( 0 ) ( 0 ) 0b b+ = + = . 

Ясно, что 

 2sgn (0, ) sgnd  =  для всех {0} ( , )    − . (26) 
 

Окрестность U  полицикла   строится аналогично [3] так, что при достаточно 

малом   замкнутая траектория поля 
v  лежит в 2

U
+

R  тогда и только тогда, когда она 

проходит через точку 1 1( ( ) )u u 
+

+ , где 1
( , )u u


 , если (0, ) ( , )     − , и 

(0, )u u

 , если ( ,0] ( , )    −  − , а 1

( )O  , 2
( )O   и ( )O 

  – все особые точки, при-

надлежащие U . 

Теперь определим множества 
k

  и 
k

  так, как они описаны в формулировке 

теоремы. 

Вследствие (9), (16), (20), (23), (25) и (26) функция ( , )d   имеет только следую-

щие нули: при 7 1 1
        единственный нуль 1

( ) ( , )u u 
+

 , в котором 

( ( ), ) 0ud u  +  ; при 2
    два нуля: 1

u =  в котором 1( , ) 0ud     и 1
( ) ( , )u u 

+
 , в 

котором ( ( ), ) 0ud u  +  ; при 2
    два нуля: ( ) (0, ( ))

L
u u 
−

 , в котором  

( ( ), ) 0ud u  −  , и ( ) ( ( ), )
R

u u u 
+

 , в котором ( ( ), ) 0ud u  +  ; при 3
    двукратный 

нуль; при 6 7
      единственный нуль ( ) (0, )u u

+
 , в котором ( ( ), ) 0ud u  +  ; при 

0 6
      единственный нуль 0u = , в котором (0, ) 0ud   . 

Поэтому в 2
U

+
R  имеются только следующие замкнутые траектории и сепара-

трисные контуры: при 0
    устойчивый контур +

 ; при 6 7 7 1 1
            

устойчивый грубый цикл; при 2
    устойчивую петлю сепаратрисы седла ( )O 

+ , об-

разованную совпадающими сепаратрисами 
1 2
( ) ( )L L 

+ +
= ; при 2

    два грубых цикла – 

устойчивый и неустойчивый; при 3
    двойной цикл; при 6

    устойчивый контур, 

образованный седлами 1
( )O  , 2

( )O  , дугой Fix  между ними и совпадающими сепара-

трисами 1 2( ) ( )L L = . 

Кроме того, при 1 5
      ( 4 7

     ) совпадают сепаратрисы 1
( )L   и 

1
( )L 

+  

( 2
( )L   и 

2
( )L 

+ ). 

Таким образом, в случае 0

3
1  , 0 0

1 2
1   , 0 0 0

1 2 3
1     все перестройки фазовых 

портретов в окрестности U  имеют вид, описанный на рисунке 2. 

Доказательства в случаях 0

3
1  , 0 0

1 2
1   , 0 0 0

1 2 3
1     и 0

3
1  , 0 0

1 2
1    анало-

гичны. 
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