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Одной из приоритетных тем в качественной теории динамических систем второ-

го порядка является тема, связанная с изучением изолированных периодических реше-

ний систем нелинейных колебаний. Так, в работе [1] доказана 
 

Теорема 1. Пусть выполнены условия: 

а) ;0)0(,0)( =  yy  

б) уравнение 0),( =yxF  определяет конечное (счетное) множество замкнутых 

кривых, окружающих начало координат и допускающих отделение друг от друга 

окружностями с центром в начале координат; 

в) знак функции ),( yxF  меняется на противоположный при переходе через 

каждую ветвь кривой 0),( =yxF . 

Тогда система 
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где ),(),,(),(),( yxFyxFyy
yx
  непрерывны, имеет, по крайней мере, конечное (счет-

ное) множество предельных циклов, окружающих единственное состояние равновесия 

)0,0(O . 

Идейной основой доказательства теоремы 1 является известный принцип кольца 

(см., например, [2]). 

Конкретизацией теоремы 1 является 
 

Теорема 2 [3]. Если выполнены условия: 
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имеет, по крайней мере, n  предельных циклов, окружающих единственное состояние 

равновесия )0,0(O . 
 

В монографии [4] отмечено, что топографическая система Пуанкаре и связанная 

с ней контактная кривая могут служить инструментом для обнаружения предельных 

циклов. 

Под топографической системой следует понимать систему простых замкнутых 

гладких непересекающихся кривых cyxF =),( , вложенных одна в другую и заполняю-

щих некоторую двусвязную область [4]. 

Производная функции ),( yxF в силу системы 
 

 












=

=

),(

),,(

yxQ
dt

dy

yxP
dt

dx

 (3) 

определяется по формуле 
 

 ),(),(),(),(),( yxyxQyxFyxPyxF
dt

dF
yx

+= . (4) 

 

Кривую 0),( = yx  принято называть контактной кривой [4], так как в точках 

этой кривой, отличных от состояний равновесия, траектории системы (3) касаются кри-

вых топографической системы. 

Рассмотрим систему 
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где ),(),,(
1212

yxQyxP
nn −−  )2( n  – взаимно простые многочлены степени 12 −n  над по-

лем .R  
 

Замечание 1. Всюду в данной статье считаются правые части рассматриваемых 

систем взаимно простыми многочленами над полем .R  
 

Пусть  
1

n

i i
l

=
 – семейство эллипсов .0),(: =yxl

ii
  Условимся понимать под сим-

волической записью 
ji

ll   тот факт, что эллипс i
l  расположен внутри эллипса .

j
l  

Будем говорить, что семейство эллипсов  n

ii
l

1=
 обладает свойством (А), если вы-

полнены условия: 

)
1

A   , 1, 2,...,i j n   из неравенства ji   следует, что 
ji

ll  , и система уравне-
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A  в открытой двусвязной области, ограниченной эллипсами ,1,1,
1

−=
+

nilиl
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расположена окружность семейства 
 

 cyxyxF =+
22

),( . (6) 
 

Замечание 2. Кривую, заданную уравнением 
2 2

0, 0rx ly rl+ =  , будем называть 

также эллипсом (вырожденным). 
 

Предположим, что эллипсы семейства  n

ii
l

1=
, удовлетворяющего условию 1

A , яв-

ляются кривыми контактов траекторий системы (5) с окружностями топографической 

системы (6) при выполнении условия .0)0,0(
1

=  Тогда имеет место равенство: 
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При 0=x  из (7) получаем соотношение 
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Так как 0)0,0(
1

= , то в силу условия )
1

A  )(),0(
11

yyRy   (9), где 
1
( )R y  – ли-

нейная функция. Из (8) и (9) следует, что 
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где 2 2
( , )

n
G x y

−  – многочлен степени не выше .22 −n  

С учетом (10) запишем тождество (7): 
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Перепишем (11) в виде: 
 

 2 1 2 2 2 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )( ( , ) ( ))

n n n
xP x y xyG x y x y x y x y yR y  

− −
 − +   − . (12) 

 

Из (12) по необходимости следует, что 
 

 ),()(),(
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yyRxxSyx +  (13) 
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где 
1
( )S x  – линейная функция. Из (12) и (13) следует: 

 

 2 1 2 2 1 2
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ... ( , )
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− −
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С учетом (10) и (14) система (5) запишется в виде: 
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Таким образом, справедлива 
 

Теорема 3. Эллипсы семейства   ,
1

n

ii
l

=
 удовлетворяющего условию 

1
A , являются 

кривыми контактов траекторий системы (5) с окружностями топографической си-

стемы (6) при условии, что эллипс 0),(
1

=yx  проходит через начало координат 

)0,0(O , тогда и только тогда, когда система (5) имеет вид (15). 
 

Замечание 3. Всюду в дальнейшем будем считать, что  0\,),(
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RddyxG
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−  

или что кривая 0),(
22
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−

yxG
n  не имеет действительных ветвей, или ограничена, а 

именно расположена внутри эллипса 0),(
2

=yx . 
 

Пусть ,)(,)(
11

 ++ yyRxxS  где .0  )(  

Тогда )0,0(O  – единственное состояние равновесия системы (15) тогда и только 

тогда, когда 0== . 

Далее, рассмотрим систему 
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где  == , . 

Система (16) получена из системы (15) при 0== . Следует заметить, что в 

системе (16) выполняется неравенство 0 +  , так как в противном случае правые 

части системы (16) не являются взаимно простыми. 
 

Замечание 4. Если 1,0,1),(
22

==
−

yxG
n

, то из (16) получается система, 

рассмотренная в работе [3]. 
 

Покажем, что единственное состояние равновесия )0,0(O  системы (16) является 

простым узлом или фокусом. Для этого рассмотрим два случая: 2 2
) (0, 0) 0;
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2 2
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В случае )a  запишем систему (16) в виде: 
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2
, , (0,0) ... (0,0), (0,0) (0,0) (0,0) 0, (0,0) (0,0) (0,0) 0.

n x y x y
a e c e e            = = =   = = = = = =

 

Следуя [4], вычислим для системы (17) величины: 
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Из (18) следует, что )0,0(O  – простой устойчивый (неустойчивый) узел, если 

).0(0)( + e  

В случае )b  запишем систему (16) в виде: 
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где .0)0,0()0,0()0,0(,0)0,0()0,0()0,0( ======
yxyx

  

Для системы (19) имеем величины 
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Из (20) следует, что )0,0(O  – простой устойчивый (неустойчивый) узел, если 
2 2 2

( ) 0( 0), ( ) 4 0e e    +   − −  , и простой устойчивый (неустойчивый) фокус, 

если .04)(),0(0)(
222
−−+  ee  

 

Теорема 4. Пусть )0,0(O  – единственное состояние равновесия системы (16), и 

семейство эллипсов  n

ii
yx

1
0),(

=
= , где ,0,),(

22

1
+  yxyx  удовлетворяет 

условию .
1

A  Тогда при четном n  существует хотя бы один предельный цикл, окружа-

ющий начало координат. 
 

Доказательство. Как показано выше, )0,0(O  – простое состояние равновесия 

типа «узел» или «фокус». Для определенности положим, что )0,0(O  – устойчивое со-

стояние равновесия. 

Введем обозначения: 2
L
+

 – окружность наибольшего радиуса из всех окружно-

стей топографической системы (6), расположенных внутри эллипса 

;0),(:
22

=yxl 
n

L
−  – окружность наименьшего радиуса из всех окружностей топогра-

фической системы (6), внутри которых расположен эллипс .0),(: =yxL
nn

  

В силу условия 1
A  знак выражения 

=

n

i

i
yx

2

),(  меняется на противоположный 

при переходе через каждый эллипс .,2,0),( niyx
i

==  

Поскольку по предположению )0,0(O  – устойчивое состояние равновесия, то 

при +→t  траектории, пересекающие окружность 
+

2
L , входят в односвязную область, 

ограниченную кривой 
+

2
L , а траектории, пересекающие −

n
L , входят в двусвязную об-

ласть, внутренней границей которой является −

n
L . 

По принципу кольца [2] устойчивое состояние равновесия )0,0(O  системы (16) 

окружает хотя бы один предельный цикл (вообще говоря, нечетное число циклов). 

Теорема доказана. 
 

Пример 1. Устойчивый фокус )0,0(O  системы 
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окружает, по крайней мере, один предельный цикл, расположенный в кольцеобразной 

области, ограниченной окружностями: 2 2
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Теорема 5. Пусть )0,0(O  – единственное состояние равновесия системы (16), и 

семейство эллипсов   ,
1
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l

=
 где ,0,0:

22
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=+  yxl  обладает свойством (А). Тогда 

система (16) имеет, по крайней мере, 1−n  предельных циклов, окружающих начало 

координат. 
 

Пример 2. Система 
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удовлетворяет условиям теоремы 5, поэтому неустойчивый дикритический узел )0,0(O  

этой системы окружают хотя бы два предельных цикла. 

Одной из конкретизаций теоремы 5 является 
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удовлетворяет условиям: 
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Тогда эта система имеет хотя бы 1−n  предельных циклов, окружающих начало 

координат. 
 

Замечание 5. Условия (23), согласно работе [3], гарантируют отделение эллип-

сов семейства 0)2(
2

22
=+++

=

n

i

iiii
cxbydxa  друг от друга окружностями топографиче-

ской системы (6). 
 

Пример 3. Система 
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имеет хотя бы три предельных цикла, окружающих простой устойчивый узел )0,0(O . 
 

Далее рассмотрим систему (15) в случае, когда семейство эллипсов  n

ii
l

1=
 обла-

дает свойством (А) и состоянием равновесия не является точка )0,0(O . Нетрудно заме-

тить, что любое состояние равновесия системы (15) расположено на эллипсе 

0:
22

1
=+++ yyxxl  . При этом, не ограничивая общности, считаем выполненным 

условие .1=  

Запишем систему (15) в виде: 
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,  – состояние равновесия системы (24), тогда, очевидно, 
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n  расположена внутри эл-

липса 0),(
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=yx . Поэтому система не имеет состояний равновесия на контактных 

кривых .,2,0),( niyx
i

==  Так как существуют циклы без контакта, окружающие эл-

липс 0),(
1

=yx , то сумма индексов Пуанкаре состояний равновесия системы (24) рав-

на +1 [4]. Таким образом, имеет место 
 

Теорема 7. Пусть эллипсы семейства   ,
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=+++ yyxxl   удо-

влетворяют условию (А) и являются кривыми контактов траекторий системы (24) с 

окружностями топографической системы (6). Тогда эта система имеет, по крайней 

мере, 1−n  предельных циклов вокруг эллипса .
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Пример 4. Для системы 
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тактной. По теореме 7 эллипс 0
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2 22
=−+− yyxx  окружают, по крайней мере, два 

предельных цикла. 
 

Пример 5. Хотя бы один предельный цикл системы 
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окружает эллипс .0)2(
117

)2844(
)2)(2211(:

22
=−

−
+−− yyxxl  Примечательно, что 

на данном эллипсе расположены два состояния равновесия: ( 2, 2)  – седлоузел, 

( 0, 21; 3.52)   – простой узел. 

Контактные кривые могут служить в качестве изолированных периодических 

решений динамических систем на плоскости. Так, например, кривые контактов траек-

торий системы 
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 (27) 

 

где 
ji

RR 0 , если ji  , с окружностями топографической системы (6) являются пре-

дельными циклами. 

Все окружности топографической системы (6) на фазовой плоскости, за исклю-

чением окружностей :
i

L niRyx
i

,1,0
222

==−+ , являются циклами без контактов [4]. 

Поэтому отмеченные окружности, и только они, являются предельными циклами си-

стемы (27). 
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